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INTRODUCTION 



Dans son manuscrit [1], A.Grothendieck a souvent fait reference a la notion de 
n-categorie et n-groupoide comme moyen de formalisation en algebre homologique 
et homotopique. Selon lui on devrait pouvoir associer a un espace topologique X 
un n-groupoide fondamentale IL n (X) qui generalise le groupoide de Poincare de 
X et qui contiendrait l'information des groupes d'homotopie it^X) pour i < n. 
Aussi on pourrait definir une notion de realisation geometrique d'un n-groupoide qui 
permettrait par la suite de voir que tout n-groupoide est n-equivalent a un IL n (X). 
D'autre part les n-categories permettrait une bonne interpretation de la cohomologie 
non abelienne suivant les travaux de J. Giraud [2] et L. Breen [3]. 

A. Grothendieck a donne quelques indications de la facon dont on peut definir 
une n-categorie, en essayant d'expliciter les difierentes compositions des i-fleches, les 
morphismes de coherences et les relations aux quelles elles satisfont. Mais le probleme 
qui oblige les usagers de ses notions (J. Giraud [2] - L. Breen [3] - O. Leroy [4]) a se 
restreindre au cas n = 1,2 et 3 c'est qu'a partir de n > 3 les donnees deviennent trop 
nombreuses et leur comportement se complique. 

L'objet de cette these consiste en un premier temps, de donner une bonne definition 
formelle d'une n-categorie et d'un n-goupoide non strictes en termes d'ensembles 
multi-simpliciaux avec les proprietes qui en decoulent, et dans un second temps de 
verifier avec cette nouvelle notion certains des idees de Grothendieck. Comme le mot 
n-categorie veut dire stricte dans la litterature on appellera notre construction de 
n-categorie large un n-nerf. 

On appelle 1-nerf un foncteur contravariant $, de la categorie simpliciale A vers 
celle des ensembles, qui verifie la condition suivante : 
(*) Pour tout entier non nul m, l'application : 




x 
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est une bijection, ou pour i,j e {0, ...,m}, : [1] >[m] est l'application qui 

envoie 0, 1 respectivement sur et 6.. = 3>(5 i:j ). L'idee de base de notre approche 
de n-categorie non stricte est due au fait qu'un 1-nerf est une categorie au sens usnel 
et inversement. En effet si on considere <fr (respectivement $ 1 ) comme l'ensemble 
d'objets (respectivement des fleches) de <£>, on definit la composition dans $ par 
gf := 8 Q2 (a) ou (/, g) est un element de $ 1 x $ $ 1 et a est l'unique element de $(2) tel 
que 5 [2] (a) = (/, g). Alors $ muni de cette composition est une categorie au sens usuel, 
et inversement le nerf d'une categorie est un ensemble simplicial qui satisfait bien la 

condition (*). Soit maintenant $ : A >Hom(A, Ens) un foncteur contravariant tel 

que pour tout objet m de A, le foncteur $ m est un 1-nerf et la morphisme S [m] soit 
une equivalence de categories, alors $ se comporte comme une 2-categorie non stricte 
(Theoreme (1.4.3)). Ce qui montre qu'une approche recurrente dans cette direction 
permet de definir une n-categorie non stricte comme un n-nerf, mais cela necessite 
une bonne notion de n-equivalence que doivent verifier les transformations naturelles 
du type S [m] . Pour resoudre ce probleme on introduit la notion de troncation qui va 
representer l'aspect local des n-equi valences. 

On appelle n-pre-nerf un foncteur contravariant de la categorie A n vers celle des 
ensembles. Un morphisme entre deux n-pre-nerf est une transformation naturelle 
entre les foncteurs qui les representent. Soient $ un n-pre-nerf et i un entier tel 
que < i < n. On appelle z-fleche de $ un element de l'ensemble C i := $>(I i ,0 n _ i ) 
(ou I i = (1, . . . , 1) z-fois) et objet une 0-fleche. lorsque i est tel que 1 < i < n, on 

obtient deux applications s, b : C i > C i _ 1 qui sont respectivement les images par $ 

des fleches 5q et 8% de A telles que : 



6$ = /[i] x .. x Si x .. x 7 [0 ] et 

»• % 



Les applications s , b sont appellees respectivement source et but des z-fleches de $. 
On appelle (n-z)-pre-nerf des z-fleches de $ le (n-z)-pre-nerf ^($) := $ 7 . 

n — 1 

Un n-pre-nerf $ est 1-troncable si et seulement si pour tout objet M de A 
l'ensemble simpliciale $ M qui a un objet m de A fait correspondre l'ensemble 
$(M, m) := $ M (m) est un 1-nerf. On montre qu'alors $ induit un (n-l)-pre-nerf 
T$ faisant associer a chaque M l'ensemble des classes d'isomorphismes d'objets de la 
categorie $ M (deux objets de $ M representent la meme classe s'ils sont respectivement 
source et but d'une fleche inversible de $ M ). On dit qu'un n-pre-nerf $ est /c-troncable, 

k — 1 

ou 2 < k < n, si et seulement si $ est (Zc-l)-troncable et T $ est un 1-nerf, et on 
pose T $ = T(T $). Avec cette definition de troncation on voit apparaitre deux 
notions de /c-equivalences : 

Equivalence interieure : Soit $ un n-pre-nerf /c-troncable, avec 1 < k < n et 
considerons les applications : 
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c s ' b > c 

n — k n—k—1 

t k 

T k <S>(I n - k ) 

Soient u et v deux (n-/c)-fleches de $ telles que s(u) = s(v) et b(u) = b(v). On dit que 
u et v sont /c-equivalents si et seulement si on a : t k (u) = t k (v) (c.a.d representent 
la meme classe dans T fc $(/ n _fc)). On verifie facilement que la relation " /c-equivalent" 
est une relation d'equivalence sur l'ensemble des (n-/c)-fleches de $, et on appelle ce 
genre de relation l'equivalence interieure dans <E>. 

Equivalence exterieure : Soit F : $ >ty un morphisme entre deux n-pre-nerfs 

/c-troncables. On dit que F est une /c-equivalence exterieure si et seulement si pour 
tout entier h dans {0, . . . , k} , toutes (n-/i-l)-neches u, v de $ et toute (n-/i)-fleche 
w de * tels que : s(w) = F(I n -h-i,0h+i)(u) et b(w) = F(I n -h-i,0h+i)(v), il existe 
une (n-/i)-fleche i de $ verifiant : 

(a) s(x) = it , b(x) = v et F(I n -h,0h)(x) , iw sont /i-equivalents dans \l/ 

(b) Si une (n-/i)-fleche y de $ satisfait (a), alors x et y sont /i-equivalents dans 

On peut representer une /c-equivalence exterieure par la famille des diagrammes du 
genre ci-dessous, avec < h < k. 

V«,t;e*(I n _ h _i,O h+ i) ^zhzl^h±ll Hf(i n _ h _ lt O h+1 ) 

s,b 

3x e $(I n -h, O h ) VwG #(/„_/», O h ) 

F(J„- fc) O h ) 

On appelle n-nerf ou n-categorie large un n-pre-nerf n-troncable $ verifiant pour 
tout entier s tel que 1 < s < n — let tout objet (M, m) de A n_s_1 x A les deux 
axiomes suivants : 

(CI) Le foncteur $ M : A s >Ens est constant. 

(C2) La morphisme (J 1 " 1 ' : ®m >$ M1 x t x 4 $ est une s-equivalence 

exterieure. 

On en deduit que pour tout entier s tel que 1 < s < n — 1, $ M possede la structure 
d'un (n-s)-nerf. Done pour tout i tel que 1 < % < n le (n-z)-pre-nerf Ti{<&) des z- 
fleches est un (n-i)-nerf. L'operateur troncation est un foncteur covariant de n-Cat 
vers (n-l)-Cat, ou n-Cat est la categorie dont les objets sont les n-nerfs et les fleches 
sont les morphismes. 



s,b 
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Conjecture : Soit HO-n-Cat le localise ([5] P. Gabriel-M. Zisman) de la categorie n- 
Cat par rapport aux n-equi valences exterieures. On peut definir un (n-fl)-nerf n-CAT 
telle que HO-n-CoX = T n (n-CAT). 

Soit C une 2-categorie large usuelle, on lui associe l'ensemble bisimplicial Af defini 
par le 2-pre-nerf suivant : 



2 

A > Ens 



(m, n) > M 



ouM m est l'ensemble des families de quadruplets (x x , f.., \ .. , e ) element du produit 

C x C 1 x C 2 x C 2 , avec <i < j < k <m , 0<a</3<7<n et 

a a/3 a 

x 1 >x f 1 >f f f !H > f 

* 3 J ij J ij J jk J ij ^ J ik 

tels qu'on a les relations de coherences suivantes : 

a/3 a 13 , a/3 .a/5, 

\k - £ ijk = £ i3 k<\k 
&-y a/3 a7 

A . . • A. . = A . 

ij ij 

A/" est un 2-nerf qu'on appelle nerf double de C. Inversement si $ un 2-nerf $ 
les ensembles $ , $ 1 et $ 1 1 se comportent respectivement comme les ensembles 
d'objets, de fleches et de 2-fleches d'une 2-categorie large, ou les compositions ainsi 
que le reste de la structure sont determinees par l'equivalence exterieure S [2] et la 
fonctorialite de $ (Theoreme (1.4.2)). 

Soit C une 2-categorie large, et considerons la 2-categorie large C , qui correspond a 
son nerf double. Les 2-categorie C et C ont les memes z-fleches, la composition verticale 
des 2-fleches est la meme dans C et C , mais la composition des fleches dans C n'est 
pas forcement la meme que celle dans C , ils sont isomorphes. Cela se traduit par le 
fait qu'il y a un 2-foncteur large ([4] O. Leroy) entre C et C qui admet un inverse 
stricte (ou exacte). 

Soit maintenant $ un 2-nerf, et considerons le nerf double \1/ de la 2-categorie large 
C qui correspond a Alors ils existent un 2-nerf strict S et deux 2-equivalences 
exterieures a , (3 comme suite : 

$ ^ ► S < f - * 

(Remarques (1.4.5)) 

On verifie de meme que le nerf multiple d'ordre n d'une n-categorie stricte est 
un n-nerf stricte (c.a.d les transformations naturelle 8,, sont des isomorphismes) 
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(Proposition (1.3.8). En ayant ces resultats nous proposons la notion de n-nerf 
comme reponse a la recherche d'une notion de n-categorie large entreprise par A. 
Grothendieck [1] et d'autres. 

La notion de n-nerf fait penser de fagon naturelle a la notion de n-groupoide ou on 
peut inverser les z-neches a (n-i) -equivalence pres. On appelle n-groupoide la donnee 
d'un n-nerf $ telle que ; pour tout i tel que 1 < i < n la categorie £;($) = T & N 

avec N = est un groupoide. Soit F : $ >^ un morphisme entre n-nerfs, alors 

pour tout i & {1, . . . ,n} , F induit de fagon naturelle un morphisme : 

cm -cm <m 

On appelle i-eme groupe d'homotopie de $ de base un objet / de £;($), le groupe 
Aut c w (f) qu'on notera par 71V (<E>, f). Pour tout objet / de £,■(<&), ou 1 < j < i < n, 

on designera par 7r. ($, /) le groupe 7iv ($, J* J ). On pose 7r ($) = T n $ I'ensemble des 
classes de n-equivalence d'objets de <E>. Ces groupes d'homotopies ainsi que I'ensemble 
7r ($) caracterisent le n-groupoide $ a n-equivalence pres. Lorsque 2 < i < n on 
peut considerer les elements du groupe 7r t ($, /) comme les 2-fleches d'un 2-nerf, et en 
appliquant la relation de Godement dans cette 2-categorie large correspondante on 
montre que 7iv (<&,/) est abelien (Theoreme (2.2.1)). 

D' autre part a chaque espace topologique X on fait associer fonctorielement un 
n-groupoide Tl n (X) qui generalise le groupoide fondamental de Poincare pour n = 1 
(Theoreme (2.3.6)), il est construit de la fagon suivante : 

Pour tout entier positif m on designe par le m-simplexe fondamental I'ensemble : 

R m = {(t ,...,t n ) tel que < U < 1 et = 1 }- Pour tout * e {0,...,m}, on 
definit les applications : 

(t , ..,t m -i) K*o> --,0, ..,t m _ 1 ) (t , ->* m+ i) K*0) »,U + t i+1 , ..,t m+1 ) 

On vient de construire un foncteur covariant 1Z : A >Ens, qui envoie les applica- 
tions Si et Sij vers les operateurs cotes et sommets d'un m-simplexe suivants : 

{1}— ^R m R-^R m 
1 >{0, .., 0, 1, 0, .., 0) {t, s) >{0, .., 0, t, 0, .., 0, s, 0, .., 0) 

On appelle -multi- complexe singulier (ou oo-complexe simgulier) d'un espace 
topologique X, la famille X = (X n ) n >i de n-pre-nerfs X n definie de fagon recurrente 
pour tout to > 1 et tout objet (M, m) de A n x A par : 

X\m) = Hom(R m ,X), X 1 ^) = X 
X n+1 (M,m) = {/ G Hom(R m ,X n (M)) | Vx G i? m ,Vz G {0,...,m n } <jj(/(x)) = /*} 
ou <5,' : = X" est 1' images de l'application Si par le foncteur X™ +1 

I M,m M,0 M ° 1 1 1 1 M 
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et fi est un element de X™ independant de x. Pour simplifier les notations on posera 
dans la suite X M = X™ . Soient /, g deux elements de X M avec M = (mi, . . . , m n ), 
on dit que f et g sont homotopes et note / = g si et seulement si il existe 7 G X M 1 
tel que $0(7) — / e ^ ^1(7) — fi 1 - L'homotopie dans X M est une relation d'equivalence 
, et on designera par (X M ) l'ensemble de ses classes d' equivalences. 

Finalement pour un espace topologique X son n-groupoide de Poincare associe est 
le foncteur U n (X) : A n >Ens defini pour tout objet M de A n par : 

u n (x)(o n )=x, n(i)(M) = (ij, n n (x)(4) = x"(4) et n n (x)(e*) = x^ 

On montre que les groupes d'homotopies superieures 7r t (X, x) de X pour x dans X 
et 1 < i < n sont alors isomorphes aux groupes TT i (U n (X), x) (Theoreme (2.4.4)). 
II y a aussi un foncteur dans l'autre sens du precedent qui a un n-groupoide $ 
fait correspondre un espace topologique (sa realisation geometrique) | $ | avec une 
application naturelle : 

T : Hom(\ $ \,X) »• Hom($,IL n (X)) 

et comme consequence de J 7 , pour tout n-groupoide $ il existe un morphisme de $ 
vers 11^(1 $ |). Nous conjecturons que le foncteur | | est un inverse a equivalence pres 
du foncteur 11^ ( ) de la categorie des espaces topologiques n-tronques vers la categorie 
des n-groupoides, et nous montrons quelques parties de cela. 

J'aimerais exprimer ici ma profonde gratitude a mon directeur de these Carlos 
SIMPSON qui m'a initie a la recherche et aupres duquel j'ai beaucoup appris. Ses 
conseils avises, sa patience et sa comprehention m'ont apporte une aide capitale pour 
l'elaboration de cette these. 
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CHAPITRE 1 



NOTION DE n-NERF 



On se propose de donner une approche simpliciale a la notion de n-categorie non 

stricte, par un foncteur contravariant $ : A n >Ens de la categorie produit n-eme 

de la categorie simpliciale A vers celle des ensembles qui satisfait certains axiomes. 
En suite on verifie que cette approche est en accord avec les definitions usuelles bien 
connues pour n = 1 et 2. Cette definition permet de surmonter la difficulte d'expliciter 
les contraintes de coherences des diverses compositions qui deviennent de plus en plus 
nombreuses lorsque n augmente. On vera au cas n=2 que notre approche bien qu'elle 
est simple d'aspect englobe toute la complexity d'une 2-categorie non stricte. Comme 
le mot n-categorie veut dire stricte dans la litterature on appellera notre construction 
de n-categorie large un n-nerf. 

(1.1). — Notations et definitions 

Soit A la categorie dont les objets sont les ensembles finies de la forme : 
[n] = {0, ...,n}, ou n est un entier naturel, et les fleches sont les applications 

a : [n] >[m] telle que < a(i) < a(j) <msi0<i<j<n. Parmis les fleches 

de A on distingue la famille d' applications elementaires definies pour tout m entier 
naturel et tout i G {0, . . . , m} par : 



[m-1] - 


— — > [m] 


[m + 1] 


e% > [m] 


j < i 


* j 


j < i 


>• j 


j > i 


> J + 1 


j > i 


> j-l 



Soit a : [n] >[m] une fleche de A, alors a s'ecrit de fagon unique sous la forme : 

a = di 1 ...di a .ej 1 ...Ej t ; ou i\...i s dans l'ordre decroissant sont les elements de [m] qui 
ne sont pas atteints par cr, et ji---jt dans l'ordre croissant les elements de [n] tels que 
cr(j) = a(j + 1), avec n — t + s = m ([8] P. May). Un foncteur de A vers Ens est 
completement determine par les images des di et £j. 

On desia; gorie n-produit de A, ses objets sont les produits 

cartesiens [mj x .. x [mj, qu'on notera dans la suite par : M = (m 1 , . . . , m ). 

Une fleche fi : M >M est de la forme fi = . . . , /i n ), avec (ii G Mor&{rrii, mj. 

Comme pour A les fleches de A n sont engendrees par les fleches elementaires d\ et 
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e\ definies pour tout M = (m 1 , . . . ,m n ) G 06(A n ), 1 < k < n 

4 = I[ mi ] x •• x di x •• x Vn] 
4 = Vl x .. X £i x .. x 7 [mn] 



< n et < z < m fe par : 



Definition (1.1.1) : Un n-pre-nerf est un foncteur contravariant $ de la categorie 
A n vers celle des ensembles. Pour determiner un tel foncteur il suffit de connaitre les 
images des applications d\ et e\. Une transformation naturelle entre deux n-pre-nerf 
sera appellee un morphisme. 

Soient $ un (n+p)-pre-nerf et (M, N) un objet de A n x A p . On designe par <E> M 
le p-per-nerf defini par : $> M (N) = 3>(M, N). 

Soit $ un (n+l)-pre-nerf. On designe par b , s les images respectives par $ des 
applications <5 et 5 1 definies par : 



[0] x M 
(0, .a,, 



[1] x M 



ou 



i = 0,1 



Definition (1.1.2) : Soit $ un (n+l)-pre-nerf. On appelle 2-produit fibre de $i 
par rapport a $ le n-pre-nerf $ 1 x <s>q $ 1 , qui a un objet M de A™ fait correspondre 
le produit fibre ensembliste des applications : 



Le foncteur $ix„, $i est bien defini car si a : M >N est une fleche de A , 



l'application <&i(cr) x $i(cr) est a valeur dans l'ensemble $ 1 



„„. En effet, 



soit (/,#) un element de $> 1N x^ ^ $ x ^ et posons (/,</) = ($i(<r)(/), $i(cr)(#))- 
Comme la fonctorialite de $ nous permet de transformer un diagramme commutative 
en un autre, on a : 



[0] x M 



7 [o] x- 



[0] x AT 



[1] x M 



I {1] xa 



[1] x N 



$ (cr) 



*(*■ ) 



*i(<t) 



1,JV 



La commutativite du deuxieme diagramme nous permet de dire que (/ , g ) est bien 
un element de $ 1 M x f 
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b (/) = 

= $i(a)[d>(^)(/)] 



= *o(<t)(& )(/) 

= M*)(s N )(9) 
= ^(a)[^)(g)] 

M / 

s (g)- 

On peux definir de fagon similaire le m-produit fibre de $1 par rapport a <E>cb c'est 
le n-pre-nerf $iX 4>o . . . x 4>q $ 1 qui associe a un objet M de A n le produit fibre des 
applications : 

b M P m 1 

$ X X $ — > $ < $ 

X ' M *0,M " *,M X ' M °> M X ' M 



ou le premier terme est un produit de (m-l)-facteurs et, P m _ 1 est la projection sur le 
(m-l)-eme facteur. Ce m-produit fibre est aussi egale au produit fibre des applications 
suivantes : 



M — 

b s "i 

$ > $ < $ X X $ 

^1,M ^0,M ^* 0iAf *,M 



M 



On en deduit alors que le 2-produit fibre est associative. 

Definition (1.1.3) : Un pre-nerf $ : A >Ens est un 1-nerf si et seulement si 

pour tout entier m > 2, l'application : 

<$[ m ] 

$m ► $lXf $l,...,X$ $i 

a; > {S' 01 {x),...,8 m _ hm {x)) 

est une bijection, avec pour i,j e {0, ...,m}, 5^ : [1] >[m] est l'application qui 

envoie 0, 1 respect ivement sur et 5^ = 3>(6ij). 

Proposition (1.1.4) : Un 1-nerf est une categorie au sens usuel et inversement. 

Preuve : (1) Soit $ un 1-nerf. Les fleches de A suivantes : 
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[0] [1] — ^ [m] et [1] — ^ [0] 

se transforment par $ en donnant les applications : 

$ n < — < $ et $. < $„ 

1 m 10 

Soit L 2 l'inverse 5 [2] . Si on considere $ (respectivement $ 1 ) comme ensemble 
d'objets (respectivement de fleches) de $, on definit le compose d'un element (/, g) 
de ^xj^j par := S' 02 (a) oh a = L 2 (f,g). 

(a) Montrons que cette composition est associative. Soit (f,g,h) un element de 
^x^fjX^f, et posons : 

<7i=L 2 (f,g) r^=L 2 (g,h) T = L 3 (f,g,h) 

Pour tout i,j,k tels que o<i<j<fc<3, on designe par T ijk = 8.. k (T) la face de cotes i,j,k 
du 3-simplexe T. Soient les fleches de A suivantes : 

AAA 5 - ., 5 . . ,5 ., ,5 .j 

rjn "qi.0i2.0q2 r 2l ^ , r 3 l r 3k Ifc [11 



On a alors les relations : 

^jfc^oi = 8ij ( ^oi^jfc = &ij 

5ijfc5i2 = en appliquant $ on obtient < S' 12 S' ijk = S' jk 

On en deduit les relations : 

5 [ 2] ( T oi2 ) = (f,g) = s m K ) <* [2] ( T i23 ) = (g,h) = s [2] (r, ) 

ce qui montre que a 1 = T 012 et r x = T 123 . Et par suite on obtient : 

* [2] (°"2 ) = (f/, h) = S m (T 023 ) <J [2] (r 2 ) = (/, = S [2] (T 013 ) 

^2 "^023 ^~2 "^013 

(hg)f = s'J T oJ = KJ T ) = L( T oJ = %/) 

(b) Pour tout element x de $(0), montrons que I x = I(x) la fleche identite de x 
represente l'identite pour la composition des fleches de $. Soient / une fleche de $ , 
a = L 2 (I s(f) , /) et posons r = 5 Q01 (/). Done on a 5 [2] (a) = 5 [2] (r), et par consequent : 

D'autre part pour (/, dans $ 1 x$ $ 1 et cr = L 2 (f,g) on a : 

= ^0^02^) = ^o(^) = tti(>) = S' (I sU) ) = s(f) 

Kgf) = ftW = = <W 2 (*) = ^1 (/ b(B) ) = Kg) 
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(2) Inversement soit C une categorie. On definit le nerfde C comme le foncteur $ qui 
a un objet m de A fait correspondre l'ensemble <3>(m) defini par : 

$(m) = {{x h 4.)o<i<i< ra I ^ = s (fij)i x j = Kfij) et fjkfij = f ik } 
Et pour tout k G {0, .., m}, les images de dk et par $ sont donnees par : 

$(m) > $(m + l) 

(^i , fa ) ► ( x i , 4 , J Xfe ) 

La decomposition de 5 fe fc+1 en fonction des di s'ecrit : 5 k k+1 = d m ...d k+1 d k _ 1 ...d . 
Done son image par $ est I'application S' k qui envoie l'element (a^,/^.) vers la 
fleche f k k+1 . Ce qui montre que I'application : 

*M *(l)x. (0) ...x. (0) $(l) 

( x ii fij) (fi,i+l) 

est bijective. Par consequent $ est un 1-nerf. 

Remarque et definitions : Un morphisme entre deux 1-nerfs est une trans- 
formation naturelle qui correspond a un vrai foncteur entre les categories usuelle 
correspondantes et inversement. 

Soient $ un n-pre-nerf et i un entier tel que < i < n. On appelle i-fleche de $ un 
element de l'ensemble C i := Tl _ i ) (oil I i = (1, . . . , 1) z-fois) et objet une 0-fleche. 

lorsque % est tel que 1 < % < n, on obtient deux applications s, b : C i > C i _ 1 qui 

sont respectivement les images par $ des fleches 5q et 5\ de A™ telles que : 



6$ = /[i] x .. x Si x .. x 7 [0 ] et 

► % 

Les applications s , b sont appellees respectivement source et but des i-fleches de <E>. 
On appelle (n-z)-pre-nerf des z-fleches de $ le (n-z)-pre-nerf ^($) := $ 7 . 

(1.2). — Troncation d'un n-pre-nerf : 

Definition (1.2.1) : Soit $ : A >Ens une categorie. On appelle 1-troncation 

de $ l'ensemble des classes d'isomorphismes d'objets de la categorie associee. On le 
note par T<1> = [<&(0)]~. Deux elements x et y de $(0) representent la meme classe 



$(m) 

( X ii fij) 



*(d fc ) 



<E>(m - 1) 
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si et seulement si, ils existent deux fleches / et g de $ avec s(f) = b(g) = x et 
Kf) = s (g) = V tels que : gf = I x et fg = I y . 



Definition (1.2.2) : Un n-pre-nerf $ : A n est dite 1-troncable si et 

seulement si pour tout N objet de A n_1 , le pre-nerf $at est une categorie. 

Proposition (1.2.3) : Un n-pre-nerf 1-troncable $ induit un foncteur contravari- 

ant T$ : A n_1 ^Ens <2"ui d chaque objet N de A n_1 fait correspondre Vensemble 

T(<&jv). £e (n- 1) -pre-nerf est appelle la 1-troncation de <E>. 

Preuve : Soit a : M >N une fleche de A n_1 et posons o~q = a x 1^. Alors 

il existe une unique application T$(a) rendant commutatif le diagramme suivant : 



$(N, 0) 



*(ct ) 



$(M, 0) 



T$(iV) 



done 



T$(<T)(t(x))=t[$(<T )(x)] 



T$(<j) 



T$(M) 



Soient a : M- 
$(5,0), on a : 



>N et r : iV deux fleches de A n 1 . Done pour tout x dans 

(rcr)o = r cr et $(r cr ) = $(or )$(>o) 



(ra)(t(x)) 



= t 



((™0o)(z 
$(a )($(ro(a:)) 



= T$(a)[t($(r )(x)) 
^(a)(t(x))^ 



T$(a)T$((7) (t(x) 



D'ou T$(ra) = T$(a)T$(r). Par consequent T$ est un (n-1) -pre-nerf. 

Definition (1.2.4) : Soient $ : A n >Ens un n-pre-nerf et k un entier tel que 

1 < k < n. On dit que $ est k-troncable si et seulement si $ est (/c-l)-troncable 

et le (n-k+1) -pre-nerf T fc_1 <£> : A n_fc+1 >i?ns est 1-troncable. On pose alors : 

T fc $ := T(T fc_1 $). 



Soit $ : A n >i?ns un n-pre-nerf /c-troncable. Alors pour tout h tel que 

l<h<k<net tout M objet de A n_/l , on a une application naturelle : 
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t h ($)(M) : ${M,O h ) >T h ${M) 



qui est le compose h fois de l'application canonique : £(<E>)(M) : $(M, 0) > T$(M) 

qui a chaque element de <fr(M, 0) fait correspondre sa classe dans T<fr(M). Pour tout h 
tel que l<li<fc<nona: T h {T<&) = T{T h <&) qui se deduit de fagon recurrente de 
T h+1 ($) := T(T h §). Dans la suite on notera t h {§) par t h s'il n'y a pas d'ambiguite. 



Pour tout n entier naturel non nul, on designe par n-PN la categorie ou les objets 

sont les n-pre-nerfs n-troncables et les fleches sont les morphismes. Si F : $ est 

une fleche de n-PN, alors F induit une fleche TF : T$ >T^> de (n-l)-PN definie 

de fagon a ce que le diagramme suivant soit commutative : 



$(M,0) F(M ' 0) > *(M,0) 



t(*)(M) 

T$(M) 



TF(M) 



t(*)(M) 



En effet TF est definie par TF(M)(t(x)) = t(F(M, 0)(x)). 



Proposition (1.2.5) : Pour tout h e {1, . . . , n — 1} , T ft est un foncteur covariant 
de n-PN. 



F G 

Preuve : Soient $ ^ >6 deux fleches de n-PN, et M dans (96(A n_1 ). On 

obtient deux diagrammes commutatifs : 



$(m,o) F(M ' 0) , *(m,o) G(M ' 0) , 0(M,O) 



*(*) 

T$(M) 



TF(M) 



*(*) 



TG(M) 



*(©) 

T6(M) 



ce qui entraine que le grand diagramme est aussi commutatif, done 
T(GF) = (TG)(TF). En plus la commutativite du diagramme : 
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$( M ,0) J * (M ' 0) ; $(M,0) 



T$(M) 



T(J*)(M) 



T$(M) 



montre que T(J$) = 7t$ , et par consequent l'opperation de troncation est bien un 
foncteur covariant. En effectuant cette opperation h fois on montre la proposition. 



Proposition (1.2.6) : Soit $ un n-pre-nerf k-troncable, avec 2 < k < n. Alors 
pour tout h tel que 1 < h < k, on a : 

(a) <E> est h-troncable. 

(b) T h Q est un (n-h)-pre-nerf (k-h)-troncable. 

(c) T(T h $) = T h (T$). 

Preuve : (a) et (b) $ est /c-troncable, done par definition elle est (/c-l)-troncable et 
T fc_1 $ est 1-troncable. De meme on a, $ est (/c-2)-troncable et T fc_2 $ est 1-troncable. 
On en deduit que T fc_2 $ est 2-troncable. Ainsi de suite, on arrive a $ 1-troncable et 
T$ est (fc-l)-troncable. 
(c) Soit h tel que 1 < h < k alors : 

T(T h $) = T[T(T h ~ 1 <&)] 
T h (T$). 



Lemme (1.2.7) : (a) Si $ est un n-pre-nerf 1-troncable, avec 1 < n , alors pour 
tout entier m , $ m est un (n-l)-pre-nerf 1-troncable et T($ m ) = (T$) m . 
(b) Si $ est un n-pre-nerf k-troncable, avec 1 < k < n , alors pour tout entier m , 
$ m est un (n-l)-pre-nerf k-troncable etT k {^ m ) = (T fc $) m . 



Preuve : (a) $ est 1-troncable, si et seulement si $ m ,m 2 ,...,m„_i est 1-troncable, 
d'ou $ m est 1-troncable. Soient m un entier et M G A n_2 , alors 

T($ m )(M) = [$ ro (M,0)]~ 



= [$(m,M,0)] 
T$(m,M) 
= (Td>) m (M) 
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DoncT(d> m ) = (T*) m . 

(b) D'apres la proposition (1.2.2) $ est un (n-l)-pre-nerf (/c-l)-troncable, et en lui 
appliqant (a) on montre que T($ m ) est 1-troncable et (T 2 $) m = T 2 ($ m ). On en 
deduit que $ m est 2-troncable. Ainsi de suite on montre (b). 

Proposition (1.2.8) : Soit $ un n-pre-nerf k-troncable avec 2 < k < n. Soient s 
un entier et M un objet de A s . 

(a) Si 1 < s < n — k alors $ M est un (n-s)-pre-nerf k-troncable. 

(b) Si n — k < s < n alors $ M est un (n-s)-pre-nerf (n-s)-troncable. 

(c) Soit h entier tel que, 1 < h < k. Si $ M est h-troncable alors T ($ M ) = (T $) M . 

Preuve : Pour n et k fixes, verifiant 2 < k < n, faisons une recurrence sur s : 

(a) Le cas s = 1 est justifie par le Lemme precedent. Supposons que (a) est vraie 
pour s G {1, . . . , n — k — 1}. Soit M = (m, m 2 , . . . , m s+1 ) un (s+l)-uplet d'entiers, et 
posons M = (m, m2, . . . , m s ), alors $ M est /c-troncable. En lui appliquant le Lemme 
(1.2.7), on aura <E>^, = ($ M ) ms+1 est un (n-s-l)-pre-nerf /c-troncable. 

(b) Le cas s = n — k est justifie par (a) . Un raisonement analogue au precedent permet 
de justifie l'autre partie de (b). 

(c) Soient M = (m, m 2 , . . . , m s ) G A n_s et h un entier tel que, 1 < h < k. Si <E> M est 
/i-troncable alors : 

= T h -\T^) M 

= T(T h -^) M 
= (T h $) M . 



Remarque (1.2.9) : Considerons le diagramme d' applications suivant 

A ^ B 
s 2 ,b 2 s 3 ,b 3 tels que 



C 



S 4 ,&4 



D 



S3S1 


= S4S2 




= s 4 b 2 


b3Sl 


= 64S2 


6361 


= b^b 2 



Pour tout entiers m, m > , on a une bijection 
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mfois m fois 

II (Ax c ...x c A) > [I (Ax B ...x B A) 



((**!,..., a^,)) > (!•'•] '■'!')) 

V 7 Ki<m V ' 



Proposition (1.2.10) : Soit $ im n-pre-nerf 1-troncable, avec n > 1 . ^Zors pour 
£o«£ entier m > 1 , le m-produit fibre ^> = $ix$ . .. x$ () $i est un (n-l)-pre-nerf 
1-troncable, et = (T$) 1 x (T$)o . . . x (T$)o (T$) 1 . 

Preuve : $ est 1-troncable si et seulement si pour tout (M, m ) objet de A n ~ 2 x A, 
l'application : 

5 M , 

vjr(M,m') ' ml » *(M,l)x W0) ...x W0) *(M,l) 



est une bijective. Or, on sait que : 
*(M,m') = *(l,M,m> Wm/) ...x^ Mm/ *(l,M,m') (m/oia) 

: M ' m ' } M ' X ) X *( 1 .M,o ) • • • x wo) *(h M, 1) {mfois) 

[m \ 

^7 : ^ M ' m ' } ><&( °' M ) X *(o,m,o) • • • x* ( o,m,o) $ (0, M, 1) (m'/oia) 

Si on pose : A = $(1, M, 1) , 5 = $(0, M, 1) , C = $(1, M, 0) et D = $(0, M, 0) on 
aura, d'apres la remarque (1.2.9), un diagramme commutative : 

8 M , 

*(M,m') lm] . *(M,l)x W0) ...x W0) *(M,l) 

5( 1 ', M >x...x«5 (1 ' / M) 

[m ] [m ] 

/ 

mfois m fois 

J] (Ax c ...x c A) ^ . n (Ax B ...x B A) 



En effet, si a = (ai, 



. , a m ) est un element de \I>(M, m ') alors 
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s, 



(1,M) 
[m'\ 




r[((M<*) 



,•••,5 , ,(<Ti))) 

?7T — 1 ,T7i / 




X . . . X 




On en deduit que 8^ est une bijection, d'ou ^> est 1-troncable. Soit Mun objet de 



[ml 



A n 2 alors : 



(T*)(M) 



[*(M,0)] 



[$ 1 (M,0)x W) ...x W) $ 1 (M,0)]~ 
= [$!(M, 0)]~x [ . o(Mi0)r . . . x wo)r [$!(M, 0)] 
= (T$ 1 )(M)x (T#o)(M) . . . x (T$o)(M) (T$ 1 )(M) 
= (T$) 1 (M)x (T$)o(M) . . . x^^T^M) 
((^^^...x^^^M) 



D'ou Ttf = (T$) 1 x (r$)o ...x (:r $ )o (T$) 1 . 



(1.3). — n-Equivalence et n-nerf. 

Equivalence interieure : Soit $ un n-pre-nerf fc-troncable, avec 1 < k < n et 
considerons les applications : 



Soient u et v deux (n-/c)-fleches de $ telles que s(-u) = s(v) et 6(u) = 6(f). On dit que 
u et v sont /c-equivalents si et seulement si on a : t k (u) = t k (v) (c.a.d representent 
la meme classe dans T <&(/„_&)). On verifie facilement que la relation " /c-equivalent" 
est une relation d'equivalence sur l'ensemble des (n-/c)-fleches de $, et on appelle ce 



C 



s,b 



* c 



n — k 



n — k—1 



T k $(I n - k ) 
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genre de relation Pequivalence interieure dans $. 

Cas limite : (k = 0, n > 0) Deux n-fleches de $ qui ont meme source et meme but 
sont 0-equivalents si et seulement si ils sont egales. 

Equivalence exterieure : Soit F : $ un morphisme entre deux n-pre-nerfs 

/c-troncables. On dit que F est une /c-equivalence exterieure si et seulement si pour 
tout entier h dans {0, . . . , k} , toutes (n-/i-l)-fleches u, v de $ et toute (n-/i)-fleche 
wde* tels que : s(w) = F(I n _ h _ u h+1 )(u) et b(w) = F{I n _ h _ u h+1 )(v), il existe 
une (n-/i)-fleche a; de $ verifiant : 

(a) s(x) = u , b(x) = v et F(I n -h,0h)(x) , w sont /i-equivalents dans $ 

(b) Si une (n-/i)-fleche y de $ satisfait (a), alors i et ?/ sont /i-equivalents dans $. 

On peut representer une /c-equivalence exterieure par la famille des diagrammes du 
genre ci-dessous, avec < h < k. 

y(i n _ h _ u o h+1 ) 

s,b 

VweV(I n - h ,O h ) 

On dira que le diagramme ci-dessus possede la propriete de /i-equivalence. 
Cas limit es : 

(h=k=0) F est une 0-equivalence si pour tout u, v G <E>(/ n _i, 0) et tout w G ^(I n ) 
tels que : F(/ n _ 1 )(tt) = s(«;) et F(/ n _i)(v) = b(w) il existe a; G $(/ n ) verifiant : 

(a) s(x) = u , 6(x) = v et F(I n )(x) = w. 

(b) x est l'unique element de verifiant (a). 

(h=k=n) Pour tout u; G ^(0 n ), il existe x G <E>(0 n ) verifiant : 

(a) F(I n )(x) , iu sont n-equivalents. 

(b) Si y G <&(0 n ) verifie (a), alors y et x sont n-equivalents dans $. 

Soit F : $ un morphisme entre deux n-pre-nerfs n-troncables. Pour tout % dans 

{1, . . . , n} on designe par C^Q) la categorie T $> N , ou N = I i X (C'est la categorie 
oil les objets sont les (z-l)-fleches de $ et les morphismes sont les classes de (n-i)- 
equivalences des i-fleches de $). Soient M = I n _ i _ 1 , done F induit une transformation 
naturelle : 

T^ M :C n _M >C n _m 

qui induit par la suite une application : 



Vu, v G $(i n _ h _i, Oh+i) ► 



s,b 



3x G $(I n - h ,O h ) 



F(I n _ h ,O h ) 
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Hom c w (u,v) !!z1 -^ Hom c (u',v) 

t*(x) > T i F M1 (t h (x)) = t i (F MA (O i )(x)) 

pour tout u,v objets de C„_ i ($), oil u = F M (O i+1 )(u) et v = F M (O i+1 )(v). 

Proposition (1.3.1) : F est une n-equivalence exterieure si et seulement si 
pour tout i dans {l,...,n}, et tout u,v dans n _£+i) les applications G u, \ 

et T n F : T n $ >T n ^ sont bijectives. 

Preuve : II est claire qu'on a les equivalences suivantes : 

(a) est vrai si et seulement si G^. est surjective. 

(b) est vrai si et seulement si G™'" est injective. 

Lorsque h = n (a) et (b) est equivalent a T n F est bijective. Ce qui montre la 
proposition (1.3.1). 

Definition (1.3.2) : On appelle n-nerf ou n-categorie large un n-pre-nerf n- 
troncable $ verifiant pour tout entier s tel que l<s<n — let tout objet (M, m) 
de A n_s_1 x A les deux axiomes suivants : 
(CI) Le foncteur $ M : A s >Ens est constant. 

(C2) Le morphisme 6 l ™ ] : & M m ^m,i x $ mo x * mo ^'m,i est une s-equivalence 

exterieure. 

Remarque (1.3.3) : D'apres la definition (1.3.2), pour tout entier s dans 
{0, ...,n — 1}, $ M possede la structure d'un (n-s)-nerf. Done pour tout % tel que 
1 < i < n le (n-i)-pre-nerf ^i($) des i-fleches est un (n-z)-nerf. 

(i-l)-fleches 

Compositions des z-fleches par rapport aux (i-l)-fleches : 

Soit $ un n-nerf avec n > 1 et, pour tout i G {1, . . . , n} posons N = On a 
une (n-i)-equivalence exterieure : 

$ x $ 

JV ' 1 *JV,0 JV ' 1 

Or, l'ensemble C i des i-fleches et C i _ 1 des (z-l)-fleches sont tels que : 
C i = $ iv,i( „-J et C i-i = $ N (0 n - i+ i)- Alors C induit une application : 
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1 r 



verifiant : 

(i) V(/,j)eC,x c . C, ilexiste A e tel que : 

(ii) L'unicite de A est a (n-i) -equivalence pres c.a.d si A satisfait (i) alors 

t n -\\)=f-\\'). 

D'apres PAxiome de choix il existe une application : C i : C, x c C t ^^(Or 

i — 1 ' 

qui rend commutatif le diagramme suivant : 

z— 1 



5 [2] 

JV 



T™ x T™ *$ < C x C 



L'application £^ est au fait le choix d'un systeme de representants des classes de 

(n-i)-equivalences des element de (0„_J- Finalement on obtient une composition 
des i-fleches par rapport aux (z-l)-fleches : 



cv c. 02 1 > a 



Composition dans la categorie C x (<&) : 

La composition des fleches de la categorie C^Q) est donnee par la bijection : 

n -i [2] „-i „-i „-i 

JV ^JV,2 ^ ^JV,1^ n-i ^ N,l 

yi i j^2] / n i 

de la maniere suivante, en posant F = T 5 N , C ' = T $ N 1 : 
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(a, (3) ► a. i P:=T n - i S' 02 {F-\a 1 P)) 



Lemme (1.3.4) : La composition dans la categorie est compatible avec 

celle des i-fleches par rapport aux (i-l)-fleches dans $ c.a.d que pour tout (/, g) dans 

i — i 

Preuve : Considerons le diagramme : 

Cx r C - — ► $^(0 ) — ► Cx r C 

i — 1 z — 1 

t n -' I (1) 

c'x c d < 

II est claire que le diagramme (2) et le diagramme exterieur forme par (1) et (2) sont 
commutatif. Or, Papplication F est bijective ce qui entraine que le diagramme (1) est 
aussi commutatif. On en deduit que pour tout (/, g) dans C i x c C i , la relation : 

f- i [jC i (f,g)]=F- 1 (f,g) 

n-i ' 

ce qui entraine en appliquant T 5 Q2 la relation : 

T n - i 6 02 [t n - i (£ i {f,g))]=g9j 
D'autre par, d'apres (7-1) on a la relation verifie par L % : 

T n - i 8 m [t n -\C i {f,g))]=r i [8 m {C i {f,9))] =^J 

Proposition (1.3.5) : (a) Soit F : $ >ty une k-equivalence entre deux n- 

nerfs k-troncables avec 1 < k < n, alors TF : T$ est une (k-1)- equivalence 

exterieure. 

(b) L'operateur troncation est un foncteur covariant de n-Cat vers (n-l)-Cat, oil n- 
Cat est la categorie dont les objets sont les n-nerfs et les fleches sont morphismes. 

Preuve : 

(a) Soient h e {0, . . . , k — 1} et N = I k _ h _ 1 , on veut montrer que le diagramme 
suivant possede la propriete de /i-equivalence : 



(2) 



N,2 



C.x„ C 
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TF(NO ) 

T$(iV,O h+1 ) ' h+1 ' T*(iV,O h+1 ) 

s,b (1) s,b 

TQ(N,1,Q.) ► T#(iV, 1,0.) 

TF(N,l,O h ) V ' ' h> 

Pour h > 1 on a : T$(iV, J = $(iV, 1, h+1 ) et T#(7V, Oj = #(AT, h+1 ) 

done le diagramme (1) correspond a celui forme par <£>, \I>, F et qui verifie deja la 

propriete de /i-equi valence. 

Pour h = le diagramme (1) s'ecrit : 



$(iV,0 2 ) TF(N ' 0) : *(iV,0 2 ) 



s,6 s,b 



T$(iV, 1) ► TV(N,1) 

TF(N,1) 



Soient to G #(AT,1,0) et u,v G $(AT,0 2 ) tels que s(w) = F(N,0 2 )(u) et b(w) 
F(N,0 2 )(v). La commutativite du diagramme suivant : 

<&(iv,o 2 ) TF(N) » *(iv,o 2 ) 



s,6 



(2) 



s,6 



<&(iV,l,0) 



F(iV,l) 



#(AT,0) 



montre qu'il existe un element a; de $(iV, 1,0) unique a 1-equivalence interieure 
pres tel que s(x) = u , b(x) = v et F(iV, l)(x) 1-equivalent a w. Comme t(w) = 
t[F(N,l)(x)] = TF(N, l)(t(x)) et que la classe t(x) est unique, on deduit que le 
diagramme (2) possede la propriete de 0-equi valence. Par consequent TF est une 
(k-1) -equivalence exterieure. 

(b) On sait deja d'apres la proposition (1.2.5) que T est un foncteur de n-PN vers 
(n-l)-PN et en plus d'apres (a) ce foncteur respecte l'equivalence exterieure, done il 
suffit de montrer que si $ est un n-nerf alors T<1> est un (n-l)-nerf. 

Soit (M, to, N) un objet de A"""" 1 x A x A s avec 1 < s < n - 1 

(i) Le foncteur (T$) M0 = T($ M0 ) est constant, en effet : 
{T*) MiO {N) = t[* MiO {N,0)] = *(M,0. +1 ). 

(ii) D'apres (a) : (Td>) Mm K^) M>1 x (t * )mo . . . .x^.,^ (T$) Mjl est une 
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-equivalence exterieure, car 6" : <E> >$„ 1 x<j, . ...x$ $„, est une s- 

equivalence exterieure et T($ M m ) = (T$) M m . On en deduit que T$ est un (n-l)-nerf 
et par consequent T est bien un foncteur de n-Cat vers (n-l)-Cat. 

Lemme (1.3.6) : Le compose de deux n- equivalences exterieures est une n- 
equivalence exterieure. 

F G 

Preuve : Soient $ >^f >6 deux n-equivalences exterieures, on sait que le 

compose G.F est le morphisme definie pour tout objet M de A n par G.F(M) = 
G(M).F(M). Soit h un element de l'ensemble {0, . . . , n} et posons N = I n _ h _ 1 . Les 
diagrammes (3) et (4) suivants : 

WW) -— * ( iv,o h+1 ) —^l e(N,o h+1 ) 

(3) fll 6 1 (4) s ,b 

7^3 * W0J ^3 e(JVA) 

possedent la propriete de /i-equi valence, done pour tout w £ Q(N,l,0 h ) et tout 
u,v E $(jV,0 h+1 ) tels que s(w) = G.F(N,0 h+1 )(u) et b(w) = G.F(N,0 h+1 )(v) on a : 

(i) 3x G *(iV,l,0j tel que s(x') = F(N,0 h+1 )(u), b{x) = F(N, h+1 )(v) 

et t h (w) = t h [G(N, 1, Oj(x')] = (T h G)(N, 1, J [t h (x'j\ (diagramme (4)) 

(ii) 3x E <E>(AT, 1, 0J tel que s(x) = u, b(x) = v 

ett h (x) =t h [F(N,l,0 h )(x)] = (T h F)(N,l,0 h )[t h (x)] (diagramme (3)) 

En appliquant T h G(N, 1) a la deuxieme formule on obtient : 

T h G(N,l)[t h (x)] = T h G[T h F(N,l)(t h (x))] 

t h (w) = T h (F.G)[t h (x)] 

t h (w) = T h [(G.F){N,l)(x)] 

l'unicite de x est a /i-equivalence pres d'ou G.F est une /i-equi valence. 

Remarque (1.3.7) : Pour tout h G {1, . . . , n — 1}, en composant h fois le foncteur 
T on obtient T h qui sera un foncteur covariant de n-Cat vers (n-h) -Cat. 

Conjecture : Soit HO-n-Cat le localise ([5] P. Gabriel-M. Zisman) de la categorie 
n-Cat par rapport aux n-equivalences exterieures. On peut definir un (n+l)-nerf n- 
CAT telle que HO-n-Cat = T n (n-CAT). 
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Rappel (1.3.8) : Une n-categorie stride C est la donnee : 
(1) D'un diagramme d'ensembles et d'applications : 

Si [ Si—iSi = Si—ibi 



Ci < C i+ i avec < bi-tSi = bi-xb 



b t [ Siei = biei = Id 

ou i G {0, . . . , n — 1}. 

(2) D'une famille d'applications : *^ : C j x c C j > Cj , pour tout i,j tels que 

< % < j < n. 

Verifiant les deux axiomes suivants : 

i) Pour tout i,j tels que < i < j < n, Cij = (Ci, Cj, *.,.) est une categorie. 

ii) Pour tout k tels que < i < j < k < n les compositions et * ik verifient la 
relation de Godement. 

Soit C une n-categorie stricte. on appelle le nerf multiple de C d'ordre n le n-pre- 
nerf : 

A n ► Ens 

M > M M (C) 

ou Af M (C) est defini par : 

mi m„ 

Mu(C) = n \{ C n ou M= (m 1; ...,m n ). 



Les images des applications d et e. , pour k dans {1, . . . , n} et i dans {0, . . . , m k }, de 

k 

la meme fagon que dans la Remarque (1.2.9) : pour definir d. on utilise la composition 

k 

* nk pour les n-fleches de la fc-eme composante, quant aux e. on insere les identites. 

Proposition (1.3.9) : Le nerf multiple d'une n-categorie stricte est un n-nerf 
strict (c.d.d les S [m] sont des isomorphism.es) . 

Preuve : Si on designe par C~_ 1 les classes d'isomorphismes des (n-l)-fleches, 
alors : 

TC = (Ci, . . . , C„_ 2 , C^^i^ij) est une (n-l)-categorie stricte. 

Montrons que $ est 1-troncable : Soit (mi, . . . , m n ) E Ob(A n ) et posons : 

mi m„_i 

M = (m 1 ,...,m„_ 1 ), * = II II ^-i 

C C n-2 

alors l'application : 
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mi m T 



n tic, 

C C n-1 

(x. . ). . 



°[M] 



mi m„_i 



nn nc„ 

X C C„_ 2 

(X XI 
*1---»„_1>1 ' ' ' ' ' i\-- i n -\,mn ) 



est une bijection, done $ est 1-troncable. 

mi m„_i 

Or T$(mi, . . . ,m n ) = • • • ] j C~_!> done T($) n'est autre que le (n-l)-pre-nerf 

CO C n-2 

associee a TC. On en deduit alors que $ est 2-troncable et par la suite n-troncable. 

Soient maintenant s G {l,...,n} et (M, to) un objet de A s x A, le morphisme 
5^ est un isomorphisme. En effet si N est un objet de A" alors l'application : 



n $ m,iW 



M,0 



((x. . , . .),..., (x. . . )) 



est une une bijection, d'ou <5|^ est une (n-s-l)-equivalence exterieure et par 
consequent $ est un n-nerf strict. 



(1.4). — 2-categorie usuelle et 2-nerf. 

Rappel ([2], [3], [4]) : Une 2-categorie large C est la donnee 
(a) D'un diagramme d'ensembles et d' applications : 



sis 2 = bis 2 

Cq ► C\- > C 2 avec ^ bis 2 = bib 2 



81 s 2 



61 b 2 { sie 2 = b x e 2 = Ic 



(b) De trois applications : 

-Composition des fleches : 



ClXc„Cl ► C\ f g of 

x >y >z =>- x-^-^z 



(f,g) ► gf 



-Composition verticale des 2-fleches : 
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C2XC1C2 > Ci 

(if, If') — ► <p -If 



-Composition horizontale des 2-fleches 

C2XC0C2 — ► c 2 
(a, (3) > (3 * a 



(c) De trois isomorphismes de coherences : 
-D'associativite : 



gf 



9 f 



f3*a 
— > 



V(f,g,h)eC 1 x Co C 1 x Co C 1 on a (hg)f Hf ' 9M ; h(gf) 



-D'identites : V(x,f,y) G Cq x c C\ x c Co on a 



J^X ► J et lyj 



v(f) 



f 



Verifiant la commutativite des diagrammes fermes de 2-fleches suivants, faisant 
intervenir les donnees precedentes. 

f g h k 

(1) (Axiome du Pentagone) pour x >y >z >t >s on a 



[(kh) 9 ]f [k(hg)]f k[(hg)f] 



[(kh)g]f 



(kh)(gf) 



I k *®(h,g,f) 

k[h(gf)] 



(2) (Associativite de la composition verticale des 2-fleches) 



Pour 



on a (7 • j3) • a = 7 • (/? • a) 
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(3) Pour 



a 
— > 



a 
— > 



on a 



-a) *(P-a) = (/?'*/?) • (a *a) 



(4) Pour 



ou a Vfo) • (J * a) = a • 



(5) Pour 



a 
— > 



on a U(g)-(a*I) = a-U(f) 



(6) 



T , T T f 9 

J «/* J / = T 9f P° ur > > 



Et la commutativite des diagrammes suivants : 



(hg)f Hgf) 



(7) 



(7*/3)*a 

(h'g')f' 



7*(/3*«) avec 
7/') 



(<?W 



(8) 



f J y 9 

i g *v(f) avec x >y >y >z 



(gi y )f 



U(g)*I f 



gf 
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(9f)I x g(fl x ) 



(9) 



I x f 9 

i a *u(f) avec x >x >y >z 



(i*)f /,(»/) 



(10) 



/ 9 ^ 

v(g/) avec a; >y >z >z 



{hg)f — > <// 

Soit C une 2-categorie large. On appelle nerf double de C le 2-pre-nerf $ defini 
pour tout objet (m, n) de A par : 

<E»(m, n) est 1'ensemble des families de quadruplets (x^f^X". , e° ) elements du 
produit 

C x C 1 x C 2 x C 2 , avec 0<i<j<k<m , 0<a<,9<7<?i et 

a ^a/3 ^a 

x. - — >x. f. - >f f f. ^— ■»/ 

tels qu'on a les relations de coherences suivantes : 

a/3 a /3 . a/3 a/3 . ... 

\ k - £ l3k = £ i]k -(\ k *K ) W 

/3t a/3 , t>7 .... 

A . • A. = A. zz 

1 2 

L'image par $ de la fleche elementaire d ( respectivement d ) est l'application 

qui a la famille {(x i , A™! 3 , £™. fe )} fait correspondre la famille A™! 3 , £™. fe )} 

tels que i, j, k G {0, . . . , m} \ {a} ( respectivement a, /3 G {0, . . . , n} \ {a} ). Et pour 
les £ a Paction de 3>(e ) sur un quadruplet est l'insertion de l'identite entre la position 
d'ordre a et a+1. 

Theoreme (1.4.1) : Le nerf double d'une 2-categorie large est un 2-nerf. 

Preuve : (a) Soit $ le nerf double d'une 2-categorie large C, alors il est claire 
qu'on a : $(0, n) = $(0, 0) = C . 

(b) Montrons d'abord que $ est 2-troncable. Pour cela on va verifier que $ et T<E> 
sont 1-troncables. Soit (m, n) un couple d'entiers positifs non nuls, et posant : 
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s ln] = $(<s 01 )x...x$(<r- 1 " 1 ) 



r = x ... x $(<f , ) 

m v 01' V m— 



avec 



[m] x [1] [m] x [n] [1] x [n] — ^ [m] x [n] 

(x, o) ► (x,a) (0, x) > (*>x) 

(x, 1) ► (x,/3) (l,x) ► (j,x) 

L'application suivante : 

$ — ^ $ i . . . X , <& . 

m , ro m , 1 <P n O n m , 1 

m , m , 

/ /.« ^I 3 a \ // /.« a \ ( f a ™ \ \ 

\ X i1 J ijl A ij 1 £ ij k ) > \\ X i' Jijl *ij 1 £ ij k )a=0,11 • • • 'V X i7 J ijl \j l £ ijk )a = n -l,n) 

est bien une bisection car si on pose A P = A^ ^ . . . A . + on construit de facon 

[n] 

unique 1' antecedent par 5 d'un element de l'ensemble <E> m x x^ . . . x $ $ i- 
Ce qui entraine que $ est 1-troncable. 

Posons ^ = T<£> , alors \1/ est 1-troncable si et seulement si c'est une categorie. 
D'abord on sait que : 

*i x * , • • • , x * = (TQ) , x (T$)o ... x (T$)o (T$) x 

- [*o.i]~X [ . oor ...X [ . oor [$ li0 ]~ 
[ $ i,o X .», ••• X .„„ *i 



1,0J 



alors l'application suivante : 

5 

— ^ $ x \I> 

m 1 Wq " " w {) 1 

t(fijl £ ijk) > ^/()H ■ • ■ ! /m-l,ra j 

est de meme une bijection en effet : soit Y = t[(x i , f i i+1 ) 0<i<m ] un element de 
x ^ , . . . , x <Bq ^ 1 , et posons : 

4 =((/i-i,i/i-2, J --i)---)/ ili +i pour tout 0<i<j<m 

on peut alors construire grace aux isomorphismes d'associativives des isomorphismes 
de coherences e i . k : f ' k j \. >f ik pour tout k tels que 0<i<j<k<m. 
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Alors t(x i ,f i . ,£ ijk ) est un l'antecedent de Y par S [m] , d'ou la surjection. Soient 
t( x iJi,ji £ ij k ) et t ( x i^9 i , j ,^ ljk ) deux element de # m qui ont meme image par 8 [m] , 

done il existe une famille d'isomorphismes X i i+1 : f i i+1 >g i i+1 pour < % < m — 1. 

Grace aux compositions horizontale et verticale des 2-fleches on peut construire une 
famille d'isomorphismes X i d : f {j >g t . de fagon recurrente par : 



A, 



i + 2 



f X i,i + l,i + 2 ' (\+l,i+2 * A i,i + l) ' ( £ i, i+1, i + 2) 



A i,i + 3 A*i,i + 2,i + 3 ' ( A i + 2,i + 3 * A i,i + 2) ' i , i + 2 , i + 3 ) 



A, 



et qui verifie la relation (i) par construction. Ce qui montre que (x i , f i . , e i . k ) et 
(x i ,g iij , n ijk ) representent la meme classe, et par consequent 5, , est injective. 



(c) Verifions maintenent que 8,, : <fr m >$ 1 x$ . ..x$ q $ 1 est une 1-equivalence 

exterieure. II y a deux cas a verifier : 



(h=0) : On montre que le diagramme suivant possede la propriete de In- 
equivalence : 



s,b 



m, 1 



+ $1,0 X c ...X Co $ 10 



"+ $1,1 X c -X O0 *i,i 



SoienU ' fc ^ m <° ^ telsque I \T ] 



Done it ,f et io sont de la forme 



w 



\ X il + Zi,i + l' A i,i + 1 ) 

v 7 0<i<m-l 



et 



lJK 0<i<j<fe<m 



0<i<j<fe<m 



Une construction analogue a celle de (a) permet de construire des 2-fleches A 4 . : 
/°. qui verifient la relation (i), alors X = {x i , f.. ., X tj , e. jk ) est l'unique 

element de tel que 5* (X) = to , s(X) = u et 6(X) = u. 



(h=l) : II s'agit dans ce cas de montrer que l'appliction suivante 
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5° m 

^m,0 1,0 Cq • • • C ^1,0 



possede la propriete de 1-equivalence, qui est une consequence du fait que T$ est une 
categorie. On conclu alors que S [m] est une 1-equivalence exterieure et par suite $ est 
un 2-nerf. 



Theoreme (1.4.2) : A chaque 2-nerf correspond une 2-categorie large 



Preuve : Soit $ un 2-nerf, on va lui associer une une 2-categorie large C tel que 
C = <fr , C 1 = $ 1 et C 2 = $ i r Les applications source, but et identite sont 

2 

obtenues en prenant l'image par $ du diagramme de A suivant : 

So x I I x So 



[0]X[0] < ; [1]X[0] < ; [1]X[1] 



Sixl IxSi 

qui donne le diagramme : 



si s 2 



Co ( > C\ ( > C 2 tels que ^ &is 2 = b\b 2 



Sl s 2 = b 1 s 2 
bis 2 = bib 2 
Siei = biei = I Ci 



Lemme (1.4.3) : (i) Pour toute fleche 9 : [m] >[n] de A on a un foncteur 

de vers <E> m defini par : 

£:a ^g* > 9\e):9°(a) >9°(r) e * m>1 



avec (a) := $(# x J [0] )(<r) et (e) := $(0 x 7 m )(e) 



(nj Sz £ : (7 >r est un isomorphisme alors pour tout 9 dans flA , 9 (e) est un 

isomorphisme. 

(Hi) Soit e dans & m l , si 5 (e) est un isomorphisme alors e est un isomorphisme. 



Preuve : (i) la commutativite du diagramme suivant, obtenu comme image par 

2 

$ d'un diagramme commutatif dans A , 
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(a) 



9 1 (6) 



ou 



®(I [n] x e ) 



s,6 



(a) montre que 9 = I et (b) montre que 6 (e) : 6 (a) >0 (r). 

e (<r) 

La fonctorialite de est due a la commutativite du diagramme suivant : 



-> $ . x,, $ , 



m , 1 4 1 n m , 1 

' m,0 ' 



(*) 



m , 1 



L'application x 5 02 ) : $ n 2 »$ m 2 coupe le diagramme precedent en deux 

diagrammes dont la commutativite est consequence de l'image par $ du diagramme 

2 

commutatif de A suivant : 



[n] x [2] 



9x1, 



— Hx[2] 



L , X(5 n9 

[rij 



[n] x [1] 



0x/ r . 



J r .._, x<5„ 



[m] x [1] 



[2] [2] 

D'autre part on sait que S n et 5 m sont des bijections, ce qui entraine la commutativite 



du diagramme (★). Par consequent pour tout (e, e) dans $ ml x <t $ m on a 
0V . e ) = 6>V) -^(e). 

(ii) est une consequence immediate de (i). 

(iii) Soit A : 5° (r) >8° (a) l'inverse de 5^ (e). Comme $ est une 2-categorie il 

v 7 [m] v 7 [m] v 7 [m] v 7 

existe un unique e : r >cr tel que 6 (e ) = A. On verifie facilement d'apres (i) 

que e est l'inverse de e. 

(a) Composition verticale des 2-fleches : D'apres la proposition (1.1.4), 
pour tout entier naturel non nul m, $ m est un 1-nerf qui correspond a la categorie 
(3> , 3> ml , A*m) ou Hm est l'unique application qui rend commutatif le diagramme 
suivant : 
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m , 1 * n m, 1 



02 



On designe par L l'inverse de 8 [ m , et pour tout (a, /?) dans <E> m 1 x $ <E> m x on pose 

/ [2] 

P • a = S 02 L m (a, /?). Done pour m = 1 on retrouve la composition verticale des 2- 
fleches de $, qui est associative car $ m est une categorie ce qui entraine l'Axiome (2) 
de la definition d'une 2-categorie large. 

(b) Composition des fleches : Inequivalence exterieure 8,, permet de choisir a 

l'aide de 1' Axiom de choix une application L m : C\Xc ■ ■ ■ Xc Ci *® m ,o avec pour 

tout element X de C\ x c ■ ■ ■ x c Ci un isomorphisme : 

a m (X) : 8° m] (L m (X)) >X 

Lorsque m = 2 on obtient la composition des fleches par gf := 8° 02 (L 2 (f,g)). 

(c) Composition horizontale des 2-fleches : Considerons le diagramme : 

$2(0) — > ClXCoCl 

s,b s,b 

$ 2 (1) ► C 2 x Cq C 2 

S [2] 

Pour tout couple (a, (3) dans C^Xc^C^, on pose s(a,P) = (f,g) , b(a, 0) = (/ ,g) 
, a = L 2 (f,g) et a = L 2 (f , g ). Soit A la composee dans la categorie $iX 4() $i des 
trois fleches suivantes : 

x0 , , a 2 (f,g) ( a ,/3) / , a 2 (f',g') „ , 

Alors il existe un unique e a : a >cr' dans <E> 2 x tel que (^(e^) = A. D'apres le 

Lemme (1.4.4) on a le morphisme <^ 2 (e Qj/3 ) : (u) >5° 2 (<7 ), done on definit alors 

la composition horizontale par (3 * a := 8 ()2 (e a ) : gf >g f 

(d) Les isomorphismes de coherences d'identite : Soient les fleches de A 2 
suivantes : 
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[1] ^— > [2] Vl,<5 ° 01 ) [1] 



ou 8 011 (0, 1, 2) = (0, 1, 1) et 8 001 (0, 1, 2) = (0, 0, 1), alors en appliquant $ on obtient 
les relations : 



5° 8° 












r 5° 5° 




5° 






01 Oil 












01 001 




01 






8° 8° 










et | 


8° 8° 










12 Oil 










12 OOl 




00 




s 


8° 8° 












[8° 5° 




8° 






02 Oil 












K 02 001 




01 







Soient / un element de $ x , r = L 2 (f,I b(f) ) et a = 8° 0ll (f). Done d'apres les 
relations precedentes on a 8° 2] (a) = (f,I b(f) ) et 8° 02 (a) = f , par consequent il existe 

un unique isomorphisme e } : r >a tel que 6 (e f ) = a 2 (f, I b(f) )- On en deduit alors 

un isomorphisme V(f) := S^ 2 (e f ) : I b(f) f Si on cosidere la fleche S° 001 (f) on 



obtient avec la meme construction un isomorphisme U(f) := 8 Q2 (e ) : fI sU) 

Lorsque / = I x on trouve K(JJ = U(I x ), car J J = J J- 



(e) L'isomorphisme de coherence d'associativite : Soit (/, g, h) dans 
C i x c C i x c C n et posons a 1 = L 2 (f,g) , t 1 = L 2 (g,h) , o 2 = L 2 (gf,h) , r 2 = 
L 2 (f,hg) et T = L 3 (f,g,h). On veut construire de fagon naturelle un isomorphisme 
A(f, g, h) de (hg)f = 8 Q2 (r 2 ) vers h(gf) = 8 Q2 (a 2 ). Pour cela on va montrer que a 2 et 

t 2 sont isomorphes a deux faces du 3-simplexe T ayant 8° 03 (T) comme cote commun, 
ce qui permet en se restreignons a ce cote de realiser notre isomorphisme. Rappelons 
que 8" = &(8 ijk x I [n] ) et posons T.. k = 8 (T) pour tout i,j,k tels que o<i<j<fc<3. 

On verifie facilement qu'on a 8° (T. jk ) = (8 i:j (T), 8 jk (T)) et les isomorphismes : 

s >' ] W (/ ' 9) 



Ce qui entraine l'existence unique de deux isomorphismes 

Vl :T 123 > Tl tdsque J< 2 >i) = [a a (g,h)] -(a 3 ,a 3 ) 



Considerons maintenant les isomorphismes 



34 



*r 2 l( T 2) * yf' h 9) < ^A^Ols) 



C( T o») ^ ' — T77T 

De meme ils existent deux isomorphisme uniques : 

V2 :r 2 >T 013 telgque J^fa 3 ) = [(^XM ■ fl 2 (/'M 

Finalement on retrouve g, h) en composant les isomorphismes : 

<L(t,) = (W C(t„,)=«L(t„) %/) = *>,) 



Verifions maintenant que les compositions ainsi que les isomorphismes de coherences 
qu'on vient de construire satisfont les dix axiomes d'une 2-categorie large. 

Axiome (1) (Axiome du Pentagone) Soient f,g,k,h quatre fleches de $ telles 
que b(f) = s(g) , b(g) = s(h) et b(h) — s(k). D'abord on a besoin de fixer un certain 
nombre de donnees, et pour cela on va utiliser les notations suivantes : 



R = 


L A (f,g,h, k) 


R' = L 3 (f,g,h) 


R" - 


= L 3 (g,h, k) 


T = 


- L 3 (f,g,kh) 


= L 2 (g,kh) 




= L 2 (f,g) 


P 


= L 2 (g,h) 


r 2 =L 2 (f,(kh)g) 


°2 ~- 


= L 2 (gf,kh) 


T' = 


~- L 3 (f, hg,k) 


t[ = L 2 (hg,k) 


1 


= L 2 (f,hg) 






r' 2 =L 2 (f,k(hg)) 


/ 

°2 = 


L 2 ((hg)f,k) 


T" = 


= L 3 (gf,h,k) 




11 

<*! 


= L 2 (gf,h) 








11 

a 2 = 


L 2 (H9f),k) 



Maintenant on va considerer des diagrammes commutatifs dans la categorie 
$jX t $ 1 et puis on s'interessera aux diagrammes commutatifs dans la categorie <E> 2 
qui representent ces premiers (un diagramme dans $ 1 x 4>o $ 1 est l'image par S [2] de 
son repreesentant dans $ 2 ). 

Soient les diagrammes dans $ t x t $ 1 et leur representant dans $ 2 ( les nouvelles 
fleches qui apparaissent sur les diagrammes sont definies de fagon unique tels que ces 
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diagrammes soient commutatifs ) 



*«(*.) 



(f,g) 



I 1 2 ^ 

(a ,a , n 



*™(V 2 ) 



12 

o, (f,g,h) 



(f,g) 



12 

(f,9,kh) 



R n 



(a) 



r 'i 



a 2 



(M) 



K>°J 



id 



*[2]( A 123) 



<T (R" ) 

[2] V 123 J 



23 

a, (g,h,k) 



(h,k) 



23 

a, (gf,h,k) 



6 (T" ) 

[2] v 123' 



»?2 



^2 



(6) 



Les diagrammes suivants vont tenir compte des precedents 
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a 2 (g,h) 



(g,h) 



K> a J 



<5 [2] (M 3 ) 



7d 



5 (e ) 

[2] v 012 y 



aT {f,g,h) 



(g,h) 



12 

a, (g,h,k) 



WlJ 



^3 



At 3 



(c) 



to 



a 2 (g,kh) 



(g, kh) 



(v<4c 2 ) *) o 

< 5 [2](^124) 



«5 [2] (M 4 ) 



/fi 



5 [2]( A 123) 



(<V 5 n 2 ^2) ') 



(g,kh) 



23 



5 [2]( T 123) 



^4 



A*4 



(d) 



-> T,. 



a 2 (hg,k) 



(hg, k) 



(*J 3 (*/ 3 ) 

< 



(a*,) 

[2] ' 



Id 



V A 12 3 ) 



^2,(^23) 



fc) 



(f,hg,k) 



6 (T ) 

[2] v 123' 
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^5 



^5 



(e) 



D'autre part on a les isomorphismes dans & 1 $ x $ 1 suivants 

« 3 (f,g,kh) 



o . /. a 3 (f,hg,k) 



« 3 (gf,h,k) 



5 [3]^) * 



a,(g,h,k) 



if,9,kh) 
(f, hg,k) 

(gf,h,k) 

(f,9,h) 
(g, h, k) 



< 



. .0 -1 3 4 

( 5 o 2 K) ' a 4' a 4 ) 



12 3 
K' a 4> a J 



2 3 4 



^ [3] (- R 012 4 ) 



^[3,(^0134) 



^3,(^0234) 



S [3] ( R 012 3 ) 



^[3,(^1234) 



qui sont represented dans $ 3 par les isomorphismes : 



T 

t' 
t" 



On verifie facilement qu'on a les relations 



.1 ' „i 



A 012 =^01 2 ( A ) £ 012= 5 01 2 ( £ ) 

A 1 23=^ 23 ( A ) <23 =A 123'^2 
1 



A 123 =<y i 33 ( A B ) £ 023 =A 123^5 

A 123 =5 ! 2 3( A ") < 13 = A 123-^ 



.1 



en remarqant que leur images par 5 coinsident et, en appliquant le fait que 5 est 

[2] [2] 

injective, on obteint les relations (*) suivantes : 
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6 (e ) = e =6 (\' )-S On) =6 (n.)-6 (u.) 

02V 023' 03 02 V 123' 02 V '5/ 02^/5/ 02^5/ 



5 02( £ 013) = £ 03 = 5 2 ( A 12 3 ) • = <CfaJ • 



(*) 



On definit 7 1 , 7 2 et 7 3 respectivement par la composee de chaqu'une des paires 
des applications composables suivantes : 



T 

023 


^023 


T3 

- rt 024 




T" 

013 


> 


> 


T 

- 1 - 013 


^013 


-^014 




T' 

013 


> 


> 


t' 

023 


1 

A 023 










E> 

" n '034 


t" 

023 


> 


> 



Verifions maintenant la commutativite des diagrammes (1) , (2) et (3) ci-dessous 



a 2 (gf,kh) , , (^(^^l) ^ a l) x . , 



id 



id 



(i) 



$ (7i ) 

[2] V '1^ 



a 2 (9f, kh ) 



(gf, kh) 



- (5 (T" ) 

! [2] V 013' 



En utilisant les diagrammes (a) et (b) on obtient les egalites suivantes : 

< 2] (7J = ^((AL)" 1 • A 023 ) =< 2] ((A'; 1 )- 1 • A oa ,(A" 18 )- 1 • A 23 ) 

diagrammes (a), (6) = (a* (s,f, M) • <C -/0 \K 2 (%-^ 2 ) * • %(f,g,kh)) 



D'ou la commutativite du diagramme (1). 



5 02( e / / ,A(g,h,fc)) 



<* [3] fa) ► (f,(kh)g) < 5 [21 ( T o2 3 ) 



[2] 



a-(fMhg)) 



(I f ,A(g,h,k)) 

(f,k(hg)) 



(2) 



( a 3' 5 02^5'^) ") 



- 6 (T" ) 

! [2] V 013' 



De meme en utilisant la commutativite des diagrammes (e) , (d) et les relations (*) 
on obtient : 
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diagrammes (e),(d) 
relation (*) 



^((KJ~ ■ KJ = \ 2] ((\' 0i y -A 01 ,(A' i3 )- -A 13 ) 
(alif.hg.k)' 1 - a] ■ (c^)" 1 • a 3 (f, g, kh), ^ 2 (A' 123 ) _1 -<C(A 123 ) 
(aV/, hg.ky 1 - a] ■ (a)' 1 ■ a(f, g , kh) , SlArj') ■ S^rj')' 1 ) 



On sait aussi que A(g, h, k) = 8 02 {fJ> 5 ) • £ 02 (aO, ce Q u i montre la commutativite du 
diagramme (2). La demarche utilisee pour montrer la commutativite du diagramme 
(2) est aussi valable pour le diagramme (3) suivant : 



a 2 {{hg)f,k) 



((hg)f,k) 



(5 02 ^ £ A( f,g,h), I f ) 



(A(f,g,h),I f ) 



(3) 



a 2 {h(gf),k) 



(h(gf),k) 



[2] V 023 ' 



6 (T" ) 

[2] V 023' 



Les diagrammes (1) (2) et (3) sont obtenus en appliquant 5. 2] aux diagrammes dans 



$ 2 suivants 



~I j ,A(g,h,k) 



(2)' 



T 3 



7 2 



(3)' 



023 



(1) 



'A(f,g,h),I. 



Puisque <5 [2] est une 1- equivalence exterieure, ces diagrammes sont commutatifs. En 

appliquant 5 02 aux diagrammes (1) , (2) et (3) on obtient trois diagrammes dans la 
categorie $ 1 qui on obtient un quatrieme diagramme qui est commutatif d'apres la 
definition de r y 1 , 7 2 et 7 3 : 



id 



6 0^2) 



5 02^l) 



T ► T 

03 1 03 

^02 (Ta) 



Finalement le diagramme globale forme par ce dernier et les images des diagrammes 
(1) , (2) et (3) est le diagramme commutatif suivant : 
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c° i \ A(f,9,kh) o . . A(gf,h,k) o . „. 



A(g,h,k)*I. 



Id 



£(0 



■UJ.hu 02 2 I.*A{f,g,h) "- : ;: 



ce qui entraine l'axiome (1) 

Axiome (2) On sait que $ x est un 1-nerf d'apres la proposition (1.1.4) done la 
composition dans cette categorie est associative, ce qui montre que la composition 
verticale des 2-fleches de $ est associative. 

Axiome (3) (Relation de Godement) : Soient (a, (3) et (a',/?') deux elements de 
C 2 x c C 2 tels que 66(a) = ss(/3 ). On peut les representer de la fagon suivante : 



> > 



avec < 



t f = s(a) 
g = s (j3) = 6(a) 
h = b((3) 



f = s ( a ) 
9 = s(p') = b(a') 
U' = b{(3) 



Posons a = L 2 (/,/), u = L 2 (g, g ) et a = L 2 {h,h ). On sait d'apres le paragraphe 
(c) qu'ils existent trois elements de $ 2 1 uniques : 



e , : a >a 



e . : a >a 

0,0 



e , , : a >a 



tels que les diagrammes (1) , (2) et celui forme par leur reunion, soient commutatifs 



5 (e , ) 5 (e , ) 

c o , . [2] aia " o . /. [2p p p" o , »v 

o, act) > 0, Aa ) > 6, , (a 

[2] V ' f21 V ' [21 V ' 



[2] 



[2] 



(1) 



(2) 



(/,/') 



(a, a ) 



(W) 



(/3,/3 ) 



On en deduit que 
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8^ As , ) ■ 5 1 , (e , ) = 5 1 , (e . . ) et puis e , ■ e . = e , , 

[2] V 13, fi' ' [2] V a , a ' ' [2] V 0. a ,f}' -a' ' * 0,0' a ,a' (3- a ,0'-oc' 

D'ou finalement en appliquant 5 02 on retrouve l'Axiome(3) : 

(/?' * (3) ■ (a * a) = (/?' • a) * {(3 • a) 

Axiome (4) et (5) : Soient <p : f >f' une 2-fleche de $ , a = L 2 (f,I b(f) ) et 

Posons t = <5 (/) et r =^° u (/)et Considerons les isomorphismes : 

fl ri cr > d r , r > d, At ) < d r A& ) 

[2] V ^ ^ [2] V I [2] V V ^ [2] V ^ 

L'application 5 Q11 : ^2,1 correspondre a (p l'element 5' ni ((p) tel que 

D' autre part on sait qu'il existe un unique e : a >a tel que 

< 2] (^) = [< 2] (y)]" 1 -< 2] (C(^))-< 2] (^) 

D'ou e , •£ = (</?) •e / , ce qui entraine en appliquant 5° 2 a cette egalite, la relation : 

V(f').(I 2 b(f) * l p) = l p-V(f) 

Avec un raisonement analoque et, en considerant 8° (<p), on montre que la relation 
suivante est egalement satisfaite : 

uu')-{<p*f u) ) = <p-u{f) 

Axiome (6) : (i) D'apres le paragraphe sur les isomorphismes de coherences 
d'identie, on a 8 Qii (I x ) = 8 Qol (I x ) done e 1 = e x et par suite U(I x ) = V(I x ). 

(ii) Soit (/, g) dans 3> 10 x s ^i, ; e ^ posons a = L 2 (f,g). On a le diagramme 
commutatif suivant : 
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a 2 (f,g) 



a 2 (f,g) 



(/,</) 



Done 5 r ,(e r ,)=I n = S, (I a ) don e, . = I a et par suite on a 

2 V l f ,Ig) [2] V <ry Jj^./g cr K 

m 

I 9* I f = C( £ i f ,i g ) = KJ 1 -) = T s o M = hf 

no ^ ' 



Axiome (7) : Soient (f,g,h) , (f',g',h') deux elements de C 1 x Co C 1 x Cq C 1 et 
(a, (3, 7) un element de C 2 x Cq C 2 x C( C 2 comme dans le diagramme suivant : 

f 9 h 



a 
— > 



Gardons les memes notations utilisees aux paragraphes (c) et (e), quant aux 
elements / , g et h on garde les meme symboles mais avec des primes ( c.a.d 



(i) On sait qu'il existe un unique morphisme iv : T >T tel que le diagramme 

suivant est commutative : 



a 3 {f ,9 , h) 



(«,/3,7) 



Considerons les deux diagrammes commutatifs 
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a 2 (g,h) 



5 [2] {S I3,^ 



a (g ,h ) 



(9, h) 

(0,7) 



c 2 3 i 



5 [2] ( T i 23 ; 



c 2 3 i 



<f (t ) 

[2] v 123/ 



Le morphisme u : T >T induit un morphisme 8 (u) : T 123 >r ^ 123 tel 1 ue 

^[2] (^123 ( a; )) = (^12 ( a; )' ^23 ( a; ))- Done d'apres les paragraphes (c) et (e), le diagramme 
precedent entraine le diagramme commutative : 



qui, en lui appliquant 5q2, donne le diagramme commutative suivant : 



hg 



7*/3 



* 13 («) 



5 (n ) 

02 v 'l ' 



(ii) Considerons maintenant les deux diagrammes commutatifs suivants : 



x° i \ a 2(f> h 9) ,, , s 
<* [3] fa) — ► U,hg) 



K^ 02 K)) o 

< — ~ — <y T oi 3 ) 



5 [2 ] ( £ a , 7 */3) 



(a, 7 +/3) 



(f',h'g') 



a 2 (f' ,h' g') 



v 3 ' 02 v 'l 



5 (T ) 

[2] v 013/ 



Comme 5* (<^)((^ 23 (<^)) = (a;), 5* 3 (u;)) alors d'apres (c) et (e) on obtient le 
diagramme commutatif : 
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En lui appliquant 5 02 , on deduit le diagramme commutatif 



(hg)f 
(h'g')f' 



o 



(a) 



(5 (w) 

03 V ' 



(iii) Une construction analogue au precedente avec (o\ , / u i , T 012 , T 023 ) et 
(a. , fx. , T i2 , T ) permet d'aboutir au diagramme commutatif : 



023 



023 



Et par consequent le diagramme commutatif : 



Cm 



5 no(M' ) 



7+(/3*a) 
9 ./•' ) 



La commutativite des diagrammes (a) et (b) entraine alors l'Axiome (7). 

[7 *(/?*<*)] ■A(f,g,h) = A(f',g',h')- [(7 */?)*«] 



Axiomes (8), (9) et (10) : Les Axiomes (8), (9) et (10) se resemblent done 
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il suffit de montrer l'un de ces Axiomes et pour les autres la meme demarche est 
valable. Verifions alors 1'Axiome (8). Soit (/, 1 ,g) dans C 1 x c C 1 x c C 1 , represented 
par le diagramme : 

x >y >z u 



Dans ce paragraphe on refere de meme aux notations des paragraphes (c) et (e). En 
plus on a besoin des notations : T = (/, I y , g) , p = (/, g) , F = 5 011 (f),G = 6 001 (g) 

et T = 5 Qll2 (p). On sait par le fait que <E> 3 est un 1-nerf qu'il existe un unique 

iv : T >T' tel que 5* (u) soit egale au compose des isomorphismes suivants : 

s l m m u,i„,) (Ch,^»)=*;^) 



Soit rj[ = S° ooi (a 2 (f,g) , done <J° 2] (t/") = (?, a\(f, g)) et <5° 2 (^') = a 2 (f,g). On obtient 
alors un diagramme commutatif : 



6 [2]^ 12 3' ) / 

5 [21 ( T 12 3 ) > d ,J T 12 3 ) 



I 2 3 \ 
(«,.*,) 



II existe un unique r\ l : T 123 >G tel que 5 (r/ 1 ) = (a 3 ,a 3 ) , ce qui implique le 

diagramme commutatif : 



Cm 



puis 



0<) 



(a,,a„) 



G 



G 



Soit maintenant les diagrammes : 
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o a 2 (f,gl u ) ( a l> s l a (Vi) x o 



(!) 



(2) 



KM 



[2] *" a [2 (f,g) 



if, 9) 



aM,g) 12 



Up) 



La commutativite de (1) est d'apres le paragraphe (c), quant au diagramme (2) sa 
commutativite est due au fait qu'on a : 



Vi = 



T 



r s i~ 1 ' 



0^) = p 



^3 = k(/^)]" 'U(si)-CM 



On en deduit le diagramme commutatif : 







5 no (^2 ) r 



-I f ,U(g) 



^013 P U1S ^(9)*^ 



(a) 



K> 3 ) 



D'autre part un raisonement analogue au precedent permet d'obtenir des diagrammes 
du meme genre : 



n 2 



puis 



gf 



(6) 



g{ij) 



gf 



On en deduit alors de (a) et (b) PAxiome (8) : 

[l g *V{f)]-A(f,I y ,g) = U(g)*I / 



Remarques (1.4.4) : (1) Soit C une 2-categorie large, et considerons la 2-categorie 
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large C , qui correspond a son nerf double. II est claire qu'on a C = C Q , C 1 = C 1 
et C 2 = C 2 , la composition verticale des 2-fleches est la meme dans C et C , mais la 
composition des fleches dans C n'est pas forcement la meme que celle dans C , ils sont 
isomorphes. Cela se traduit par le fait qu'il y a un 2-foncteur large ([4] O. Leroy) 
entre C et C qui admet un inverse stricte (ou exacte). 

(2) Soit maintenant $ un 2-nerf, et considerons le nerf double \1/ de la 2-categorie 
large C qui correspond a <£>. Alors ils existent un 2-nerf strict S et deux 2-equivalences 
exterieures a , (3 comme suite : 

$ ° ► S < P - * 

En effet on definit S pour tout objet (m, n) de A 2 par : 

^o,o = C , <S 10 = C 1 , S 1A = C 2 

«5 m ,i = S i,i x s 00 ■ ■ ■ x s 00 S i,i (mfois) 
S m ,o =5 i,o x 5„„ •••X s _ 5 i,o (mfois) 



J 0,0 



S , x «, . . . x «, S . (nfois) 



Soit (m, n) un objet de A , on definit les images des applications d. et e , pour 
(fc, i) dans {1} x {0, . . . , m} ou dans {2} x {0, . . . , n}, par : 



d 1 

— — > s i 

m — 1 ,?z 



(/r,»---»/ a ) si i = 

\- , 12' ' » m— l,m ' 

(/ 01 ) • • • > / m _i, m )l<a<n (/ 1' f i,i+lf f m -l,m) S ^ 0<Z<m 



( f , .., 7 a , .., f , ) sz < i < m 

(fo 1 i---Jl- 1 , m i I bif ° ,) Si i = m 

m — l,m 

en considerant la composition des fleches ou la composition verticale des 2-fleches 

2 2 

suivant que n est nul ou pas. On definit de meme d. et e. , en considerant la 
composition horizontale des 2-fleches. 

Le 2-pre-nerf S est 1-troncable par construction, en plus on a : 

(TS) m = (TS) 1 x (TS)o ...x (TS)Q (TS) 1 
ce qui montre que S est 2-troncable. On sait que : 



(f f ) 

\J 01? • • • 1 J m -l,m I l<a<Ti 
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S = 1 1 ( S, , x „ ...x 5 5,,) 

™,™ 11 V 1,1 s 00 s 00 i,ij 



s i,o x s 0>0 - x s 0i0 s i,o 



(<S lXso ...x^Sjfa) = [](5 u x Sm ...x Si ^ m ) 



5 0,0 



On deduit, d'apres la remarque (1.2.9), qu'on a un isomorphisme naturel 

S - — > x , ... x 5, 



D'ou S est un 2-nerf strict. De meme grace a la remarque (1.2.9) et aux 1-equivalences 
6, , : $ x . ...x. $. et<5, ,: * ^ x^ . . . x^ 

[m] m 1 $ * 1 [m] 1 *0 *0 1 

on peut construire les 2-equi valences exterieures a et j3. 
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CHAPITRE 2 



NOTION de n-GROUPOIDE 



Dans ce chapitre on donne une definition de n-groupoide comme un n-nerf (n- 
categorie large) dans lequel on peut inveser les i-fleches a (n-i) -equivalence pres. 
D'autre part on fait associer a chaque espace topologique un n-groupoide qui 
generalise pour n = 1 le groupoide de Poincare. 



(2.1) . — Notations et definitions : 

Soit $ un n-nerf avec n > 1, on designe par 7r ($) l'ensemble des classes de n- 
equivalence d'objets de $, il est defini comme suite : 

ic (*) = T n * = {t n (x),xe*(O n )} 

On appelle n-groupoide la donnee d'un n-nerf $ telle que : 
pour tout i E {l,...,n} la categorie ^($) = T™ avec N = est un 

groupoide. Soit F : $ >^ un morphisme entre n-nerfs, alors pour tout i G 

{1, . . . , n} , F induit de fagon naturelle un morphisme : 

C t (F) : C t {*) >Cm 

et pour tout i,j tels que 1 < i < j < n et tout objet / de ^($) on a la relation 
suivante : 

qui se deduit facilement des definitions de F et C^F). Soient $ un n-groupoide et / 
un objet de Ci($). On appelle i-eme groupe d'homotopie de $ de base /, le groupe 
Aut c w (f) qu'on notera par n i /). Pour tout objet / de $ on designera par n i ($, /) 

le groupe 7r. ($, f J ). 

(2.2) . — Proprietes des n-groupoides : 

Theoreme (2.2.1) Soit $ un n-groupoide, alors pour tout i,j tels que 2 < j < 
i < n, et tout objet f de C J ($), le groupe 7r(<E>, /) est abelien. 

Preuve : Soient i,j tels que 2 < j < i < n, et posons : S = L_ 2 , iV = 7 i _ 1 . Le 
2-nerf A i = T™ est un 2-groupoide tel que : 
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2-fU. =C = flC 4 ($) et fU t =C^= ObC t ($) 

Done la composition verticale des 2-fleches de A i coinside avec celle des fleches de C i . 
Comme A i est une 2-categorie, alors elle possede en plus une composition horisontale 
* pour les 2-fleches et qui verifie avec la premiere la relation de Godement suivante : 

(/?Vo/) * (/3» i a) = (p' * * a) 

ou a , P , a et (3 sont des 2-fleches de A i tels que 6(a) = s((3) , b(a ) = s(P ) et 
ss(P ) — 66(a) , suivant le diagramme : 




Lorsqu'on prend a et (3 dans 7r (<£>,/) ou / est un objet de C,. ($), la relation de 
Godement pour les diagrammes : 



-3 + 1 



i-3 + 1 



i-j + 1 



donne les relations : 

P * a = (P * * a) = (I * * I) ou 7 = I 

et d'apres les axiomes (4), (5) et (6) on obtient les relations : 

P*a = U- 1 i i (Pi i a)i i U = U~ 1 i i (ai i P)i i U ou U = U(I i ~ J ) 
On en deduit que : a» t P = P» t a , / 3*a = a* / 3et par suite 7r. ($, /) est abelien. 

Proposition (2.2.2) : Soient F : $ >ty une morphisme entre deux n- 

groupoides, f un objet de C^($) et f = Ci(F)(0^( f) . Alors F induit un morphisme 

de groupes n^F, f) : 71^$,/) > n^.f ) pour tout i e {l,...,n}, et une 

application tt (F) : 7i" ($) >7I ~ (^) ^ e ^ e Q ue n o(F) = T (-^)- 

Lemme (2.2.3) : Si X : A >£> est une morphisme entre deux categories, alors 
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pour tout (x,y) G A(l)x A(0) A(l) on a : \(l)(y.x) = X(l)(y).X(l)(x). 



Preuve du Lemme : Dans la categorie A les fleches 5ij : [1] >[2] nous donnent 

les diagrammes commutatifs (1) et (2) : 



A(l) 

A(l) 

B(l) 



A(2) A(l)x A(0) A(l) 



(1) A(2) 



(2) 



B(2) 



<5 01 x5 12 



A(l)xA(l) 

B(l)x B(0) B(l) 



Or, on sait que S 01 x 8 12 est une bijection done le grand diagramme est commutatifs 
ce qui montre que A respecte la composition des fleches. 

Preuve de la proposition : On sait que pour tout i G {l,...,n}, on a une 
morphisme Ci(F) : Ci(<E>) >Ci(^) : et par suite un diagramme commutatif : 



dim) 

s,b 

c,(*)(o) 



(1) 



Ci(F)(0) 



Ci(*)(l) 

s,6 

C*(*)(0) 



Soit a est un element de Ci($)(l) tel que s(a) = 6(a) ; alors d'apres le diagramme (1) 
on obtient : 

s[C i (F)(l)(a)]=b[C i (F)(l)(a)} = C,(F)(0) (,(«)) 

On en deduit que pour tout objet / de Ci(&) la restriction de Ci(F)(l) a 7r ($, /) est 

une application n i (F, f) : 7r t ($, /) >■ 7r(\I/,/ ). En appliquant le Lemme (2.2.3) 

au morphisme Ci(F), on montre que ^(F, /) respecte la composition des fleches de 
Ci($). Par consequent 7r(-F, /) est un morphisme de groupes. 



Proposition (2.2.4) : Soit F : $ >ty un morphisme entre deux n-groupoides. 

F est une n- equivalence exterieure si et seulement si pour tout i G {1, . . . , n} et tout 
objet f de Cj($) ; 7r (F, /) est un isomorphisme, et tt (F) est une bijection. 



Preuve : On sait que F est une n-equivalence exterieure si et seulement si pour 
tout i G {1, . . . , n} et tout u, v objets de Ci(3>), Papplication : 

G?' v : Hom CiW (u,v) >Hom c . {it) {u, u) 

N N N 

induite par Ci(F) ainsi que Papplication T F : T $ >T ^> sont bijectives, ou 
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u = Ci(F)(l)(u) (Proposition (1.3.1)). Lorsqu'on prend i e {1, . . . , n} et u = v, on 
obtient n i (F, u) = G™ ,u et qui est done un isomorphisme. 

Inversement lorsque Hom c ,^Ju,v) est non vide, la donnee d'un element a de 
Hom c w (v,u) (il existe toujours car C^($) est un groupoide) permet de construire 
une bijection : 



Hom Cl (*) ( u ' v ) " y Hom Ci (*) ( w > w ) 

</? ► a • <p 

Si on pose a = G v i ,u (a) on obtient le diagramme commutative suivant 
Hom c . w (u,v) ► Hom c . w (u,u) 



Hom c (u \v) — > Hom c (u ,u) 



Et comme G u,u est un isomorphisme, alors G u,v est une bijection. Par consequent F 
est une n-equivalence exterieure. 

Lemme (2.2.5) : Soit $ un (n + 1) -groupoide, avec n>l, alors : 

(1) $iX $o $i est un n- groupoide ; 

(2) Pour tout i,j tels que 2 < j < i < n et tout objet (f,g) de Cj($iX iI>o $ 1 ) on a : 

7Ti($iX #o $i,(/,0)) =7T i ($i,/)x #(0n) 7r i ($i,^) 

Preuve : (1) Comme consequence de la proposition (1.3.5), $iX <to $ 1 est un (n- 
l)-pre-nerf (n-l)-troncable. 

Soient s e {1, . . . , n — 1} , (M, m) un objet de A™ 3 x A et posons ^ = $ix $!. 
On sait que : = ($0^ x^,^ ($i) M>0 = ^^x^*,^ 

Or, $ 1 M et <fr M sont des foncteurs constants, alors il en est de meme pour \& M . 

Montrons maintenant que 5^ : * M m ^m,i x * mo • • • x * m o ^m,i 

est une s-equivalence exterieure. Posons N = (1, M) : 

^4 = W x x vl> 

Ml * • • • Ml 

' *M,0 M,0 ' 

B = ( $ x x $ 1 x ($ x x $ 1 

\ «,i <f Wj0 *JV,0 ' 7 0„_ s V JVl1 *JV,0 iV,0 ' ' 

On sait que : 



53 



v n — s 

C : ®N, m ► $iY,i X 4. •••><•„ ^iv.i (s - equivalence) 



N,0 



D'autre part, d'apres la remarque (1.2.8), pour tout objet de A s on a une bijection 
naturelle F(R) : A(R) >B(R) qui rend commutatif le diagramme suivant : 



5 [m] 



lm Jin 

5 x<5 

AT JV 



A(R) > B(R) 

F(R) 

L'isomorphisme naturel F est alors une s-equivalence exterieure entre les s-pre-nerfs 
A et B. D'ou 5 l ™ ] est une s-equivalence exterieure, et par consequent \& est un n-nerf. 
Soient i e {1, . . . , n} et N = alors : 

Ci(*) = T»-** W =(T»-«$ liW )x (T»-* $ ltN ) =Ci($i)x Cs(*i) (*) 

u n — 1 u n — 1 

Comme Cj(<E»i) est un groupoide, il s'en suit que Cj(^) est aussi un groupoide, done 
\& est un n-groupoide. 

(2) Soient i,j tels que 2 < j < j < n et (/, (7) un objet de Cj(^), alors d'apres la 
relation (*) ona : 

TTipP, (/,(/)) = ^«* CiW ((/^)) 

= H j( , 1)Xt w ((/><?)) 
= H l , $1) (/) x * ( „H l(il ,(s) 

Theoreme (2.2.6) : Soient $ un 2-groupoide, r un element de <E> 2 tel que 

6° (r) = (/, (7) et 5 ()2 (r) = /i. Alors il existe un isomorphisme 

£:tt 2 (<&,/) >tt 2 (<M) 

Preuve : D'apres les propositions (2.2.2) , (2.2,4) et le Lemme (2.2.5), le 
diagramme : 

$ < — f°2 $ !^ x $ 

^1 ^2 ^ 1 *Q 1 

ou <5 [2] est une 1-equivalence exterieure, induit le morphisme et l'isomorphisme 
suivants : 
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TT^^h) < Ti(^ 3 ,r) - > 7r 1 ($ 1 ,/)x $(oo) 7r 1 ($ 1 ,(7) 



Or, on a C 2 ($) = $ 1 = C X ($J et C^^) = <E> 2 alors les morphismes precedents 
coinsident avec : 



s 1 s 1 
tt 2 (<M) < 02 ^. a (r) T a (*,/)x. (0>0) 7r a (*,</) 



Considerons maintenant le morphisme C compose des morphismes : 

s 1 5 i 



ou X est le morphisme qui a a fait correspondre le couple (a, I ). Pour montrer 
que C est un isomorphisme on va l'expliciter. Soient a un element de 7r 2 (<fr, /) et 
a = L 2 (f, g) ; on a alors le diagramme commutatif suivant : 



^21 < e a,/ J 



Done ils existent un isomorphisme fx : a >t et un morphisme 77 : r >r uniques 

tels que 6 (fi) = a 2 (/, #) et 5 (77) = (a, /J. On en deduit que : 77 • fi = n ■ e a I , et 



m\r~> 2\Jiaj [2] 

par consequent : 



Montrons maintenant que £ est bijective. 

(i) Injection : Soit (a,f3) dans 7r 2 ($, /) tel que £(a) = Comme $ est un 

2-groupoide, on suppose la donnee pour toute fleche k de $ d'un isomorphisme 

de coherences u(k) : k k > I a (k) compatible avec les autres isomorphismes de 

coherences de <E>. Pour simplifier les notaions posons : Q = u>(g) * I f . On a les 
equivalences suivantes : 
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£{a) = £{3) I g *a = I g *P 

<£> I * (I * a) = I * (7 * 3) 

9 9 

Axiomes (7), (6) <^ 7_ 1 *a; = 7_ 1 */3 

9 9 9 9 

<£> Q- (7 _ x *a) -O" 1 = O- (J 

2 2 

Axiome (3) <^ I , *a = I , s * 6 

v ' s(g) s(g) 

S (<7) = 6(/) ^ • (/ b 2 (/) *a)(y(/)) _1 = • (/ b 2 (/) 

Axiome (4) 4=> a = 3 

(ii) Surjection : Soit A un element de 7r 2 ($, /i) , on va construire un l'element ct de 
7r 2 ($, /) tel que = A. Pour simplifier un peu les notations posons : 



P = [^02^)] ' ^ ' ^02 (^) et ^ = A(f,g,g ) l'isomorphisme d'associativite. 
On alors les equivalences suivantes : 

£(a) = A <^ I g *a = f3 

<^> 7 _j * (7 *ai) = 7 _ 1 */3 

9 9 

Axiomes (7), (6) <^> J _ t * a = A' 1 ■ (7 _ 1 * 3) ■ A 

9 9 9 

Axiome (3) / 2 , * a = fi • A" 1 • (I , * 8) • A ■ Q" 1 

Axioms (A) ^ a = V(f) ■ O • A" 1 • (7 _ 1 * 3) ■ A ■ Q~ 1 [V(f)]~ 1 

9 

On en deduit que £ est surjective, done bijecive. Comme £ est compose de morphismes 
de groupes alors e'est un isomorphisme. 



Corollaire (2.2.7) : Soit $ un 2-groupoide et f une fleche de <E>. Alors il existe 
un isomorphisme £ : 7r 2 (<E»,7 s ) >7r 2 (<£,/) 

Preuve : II suffit d'appliquer le Theoreme (2.2.5) a l'element r = 8° (f) de $ 1 . 

Proposition (2.2.8) : Soit $ un n-groupoide , n > 2. Alors pour tout entier i tel 
que 2 < i < n et tout objet f de C { (^), on a un isomorphisme naturel : 



7T(d>,7 (/) ) -— >*,(<!>,/) 
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Preuve : Considerons le 2-nerf A^Q) = T $ 7 , c'est un 2-groupoide pour 

i — 2 

lequel l'ensemble des fleches coinside avec l'ensemble d'objets du 1-nerf C^Q). Done 
d'apres le Corollaire (2.2.7) on a risomorphisme : 

n a (M*),I. m ) > t 2 (A (*)»/) 

Or, C 2 (A (*)) = C, (*) alors tt 2 ( ^ ($) , / {/) ) = / (/) ) et tt 2 ( ^ (*),/) = tt, (<&,/) , 

ce qui montre la proposition. 

Remarque : Si on considere I b(f) dans le corollaire (2.2.7) on obtient de meme 
un isomorphisme 7r 2 ($, I b(f) ) /) e ^ P ar suite un isomorphisme 

Lorsque s(f) = b(f) = x l'automorphisme ip f ne depend que de la classe de / dans 
7r 1 ($, x), done <f est une action de ir 1 ($, x) sur tv 2 ($, x). On est en train de generaliser 
la proposition (2.2.8) a / un objet de C ($) avec 2 < j < i < n. Ce qui entrainera 
Faction de ^(^a;) sur les 7r($,:r). 



(2.3). — n-Groupoide de Poincare associe a un espace topologique : 

Rappel (2.3.1) : Soit A la categorie simpliciale, parmi ses fleches on distingue la 
famille suivante qui jouera un role important dans la suite : 

[0] [to] [1] [m] 
> i 0,1 > i,j 



Le foncteur 1Z : Pour tout to entier positif on designe par le m-simplexe fondamental 
1' ensemble : 

R m = {(t , • • • , in) tel que < U < 1 et U = 1}. Et pour tout i G {0, . . . , m}, on 
definit les applications : 

R m-l_^ R m R m+l^_^ R m 
(t , ..,t m -i) >(t , ..,0, ..,t m _ 1 ) (t , ■;t rn+1 ) >(to, ..,U +t i+1 , ..,t m+1 ) 

On vient de construire un foncteur covariant TZ : A >Ens, qui envoie les applica- 
tions 5i et 5ij vers les operateurs cotes et sommets d'un m-simplexe suivants : 
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{l}-^R m R^R m 
->(0, .., 0, 1, 0, .., 0) (*, s) >{0, .., 0, t, 0, .., 0, s, 0, .., 0) 



Le multi-complexe singulier d'un espace topologique : 

Definition (2.3.2) : On appelle multi-complexe singulier (ou oo-complexe 
simgulier) d'un espace topologique X la famille X = (X n ) n >i de n-pre-nerfs X n 
avec n > 1, definie de fagon recurrente pour tout n > 1 et tout (M, m) objet de 
A n xA par : 

X^m) = Hom{R m ,X), X\0) = X 
X n+1 (M,m) = {/ G Hom(R m ,X n (M)) | Vx G i? m ,Vz G {0, ...,m n } ^(/(x)) = /*} 

Ou S'a : X™ +1 >X™ +1 = X™ est 1' image de l'application Si par le foncteur X™ +1 

* M,m M,0 M ° 11 1 1 M 

et fi est un element de X™ independant de x. Dans la suite on notera les ensembles 
XlP&rX M . 

On designe par lZ n : A n >Ens le foncteur covariant defini pour tout objet 

(m 1 , . . . , m n ) de A n , pour tout k G {1, . . . , n} et tout i G {0, . . . , m^} par : 

K n (m 1 ,...,m n ) =R m " x .. x # mi 

TZ n (d k ) = Ix ..<£.. x J et n n {e k i ) = Ix ..e].. xl 

oil les applications c^' et e\ sont placees a la fc-eme position. On definit H n par le 
foncteur contravariant Hom(1Z n ,X), compose du foncteur Hom( ,X) et 1Z n . 

Soit X un espace topologique. On designe par C la famille des n-pre-nerfs C x avec 
n > 1 definie pour tout (M, m) objet de A n x A par : 

C™ = Hom(R m ,X) et C x +1 (M,m) = Hom(R m , C n x {M)) 

Remarque : X x +1 (M 7 m) est un sous ensemble de £™ +1 (M, m), plus pecisement 
X™ +1 est un sous foncteur de 



Lemme (2.3.3) : Soit a : H n >£ x la morphisme definie pour tout M = 

(mi, . . . , m n ) objet de A n par : 
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H n (M) ^ C n x (M) 

f > «„(/) 

tel que V(x n , . . . , x\) G TZ n (M) on a a M (f)(x n ) . . . (x\) = f(x n , . . . , x\). Alors a est 
un isomorphisme naturelle. 

Preuve : a admet un inverse naturel (3 defini par : j3 M (g)(x n , . . . , x±) = 
g(x n ) . . . (xi). 

Proposition (2.3.4) : Soit M = (m 1 , . . . ,m n ) un objet de A n . Alors tout element 
de X M correspend de fagon biunivoque a un element f de 7i n (M) tel que : 

Vfce{0,...,n-1}, Vie{0,...,m„_J 
et V(x n ,..,x n _ k ,..,x 1 )eK n - 1 (m 1 ,..,m n _ k ,..,m n ) on a 

f(x n , .., x n _ k+1 , 5 i , x n _ k _ 1 , .., x\) = fi(x n _ k _ 1 , .., x\) 

oil fi est un element de X miv .. )m j independant des variables x n , ■■,x n _ k+1 . 
Si m . = alors X,, = X m m 

Preuve : D'apres la remarque pecedente un element / de X™ +1 (M, m) est en 
particulier un element de £^ +1 (M, m) qui s'identifie par Lemme (2.3.3) a un element 
g de H n (M) tel que g(x n , . . . , xi) = f(x n ) . . . (xi) done V/c G {0, . . . , n — 1} et 
Vz G {0, ...,m„_J : 

f(x n )..(x n _ k+1 )(til)(x n _ k _ 1 )..(x 1 ) = f(x n )..(Q(H tt i )(x n _ k _ 1 )..(x 1 ) 

ce qui montre que g ne depend que des variables x n , ■■,x n _ k+1 . Lorsque m n k = 0, la 
seule composante possible a la (n-fc)-eme coordonnee est 5' done f = fo- 

Equivalence d'homotopie dans X M : 

Soient /, g deux elements de X M avec M = (mi, . . . , m s ), on dit que f et g sont 
homotopes et note / = g si et seulement si il existe 7 G X M x tel que <5 (7) = / et 
^1(7) = fi 1 - L'homotopie dans X M est une relation d'equivalence , et on designera par 
(X M ) l'ensemble de ses classes d' equivalences. 

Remarques : D'apres la proposition (2.3.4) on peut dire que l'ensemble les classes 
d'homotopies (X M ) de X M s'identifie a X m mmmjrrig lorsqu'il existe un s G {1, . . . , m n } 
tel que m s = 0. 
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Les applications Ti.(d^) et H(e k ) correspondent a des changements du domaine de 
la k-eme variable, done d'apres la proposition, leur restrictions envoient les element 
de X M dans X , ou M et M sont respectivement but et sourse des d\ et e\. 

Soit X un espace topologique, on designe par $ n : A n >Ens le n-pre-nerf defini 

pour tout objet M de A n par : 

$ n (M) = (X M ), $ n (4) = X n (d k ) et $ n (4) = X n (e k ) 

Theoreme (2.3.5) : Pour tout n > 1 , $ n est un n-nerf et pour tout k G 
{l,...,n- 1}, T fc ($ n ) = $ n " fc . 

Preuve : Montrons d'abord que $ n est n-tronquable. II suffit pour cela de montrer 
que $ est 1-tronquable et T($ n ) = Soit (M, m) un objet de A n_1 x A, montrons 

que l'application suivante est bijective : 



M,m > M,l ^ X M • • • X x M M,l 

J > C(7),...,d,J/)) 

(1) Injection : Soient f et g dans X M m tels que 5^ (/) = 5^ (/), alors pour tout 
i G {0, . . . , n — 1} il existe une homotopie A^+i entre 5 (/) et 6 (g). les applications : 

/ : 8' ({1}) >X M , g : 5' ({1}) >X M et A,,, +1 : R x <^ +1 (i?) 

verifient la condition de recollement des applications continues, done on obtient une 

m— 1 

apllication F : (^({l}) x U {5\{{1}) x R m ) U ( (J R x < y i>i+1 ( J R)) >X M . 

Le domaine de F est une deformation de R x i? m , done ce dernier admet un retracte 
r sur le premier. L'application A = Fr est alors une homotopie entre / et g. En effet 
pour tout x G R m on a : 

6' (X)(x) = X(8l({l}),x) = F(5l({l}),x) = f(x) 

8[(X)(x) = X(8l({l}),x) = F(8l({l}),x)=g(x) 

En plus A est bien dans X Mml , car pour tout t G R et tout z G {0, . . . , m — 1} 
S'.(X(t)) = X{t,8l({l}) = F(i,£({l}) = A M +i(t,^({l}) = ne depend pas de t. 

(2) Surjection : Soit (A , . . . , A m _i) G X m1 x Xm ,---, x Xm X m1 . Les applications 
Xi : S ii+1 (R m ) >X M ou % G {0, . . . , m — 1} verifient la condition de recollement en 

m— 1 

une application globale A [m] : (J S'- i+1 (R) >X M . 

i=0 

Le domaine de A [m] est la reunion de m cotes du simplexe R m , alors il existe un 
retracte r de R m sur cette reunion, et par consequent le compose A = X [m] r est un 
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m-simplexes simguliers tel que : S [m] (X) = (Xq, . . . , A m _i). Pour tout t G R et tout 
i G {0, . . . , m — 1}, on a : 

De meme on peut voir facilement que A G X M . 

Montrons maintenant que T($ n ) = Soient M = (m 1 , . . . ,m n _ 1 ) un objet 

de A n_1 et / , g deux element de X M . Alors f et g sont 1-equivalents si et seulement 
si il existe A dans X M 1 tel que 8 Q (A) = / et 5 1 (A) = g, ce qui est equivalent de dire 
que f et g sont homotopes, par consequent on a : 



T(*»)(M) = [*»(M,0)]~ = [X M>0 ]~ = = X M = $ n_1 (M) 

Ce qu'on vient de montrer pour $ n est aussi valable pour $ n_1 . On en deduit alors 
que $ n est n-tronquable. 

Remarque : La notion de /c-equivalence interieure dans le n-pre-nerf $ n est 
identique a celle de 1'homotopie dans $ n_fc , pour tout k G {0, . . . , n — 1}. 

II nous reste a montrer que pour tout s G {0, . . . , n — 1} et tout objet (M, m) de 
A n_s x A le morphisme : 

M 

S ■ $ n >$ n x x $ n 

I" 1 ] ' M,m ^ *£, *M,0 

est une (n-s- Inequivalence exterieure. Soit h tel que < h < n — s — 1, on pose : 
n s = n - s — 1 i? 7 = Rx . . . x R 

1 = I n .- h -i X MtmJ = *»(M,ro,I) 

O') = C( J ) X — ^ = $ n (M,m,/,l) 

Soient u , v , w comme dans le diagramme suivant : 



[m] ( - Tls " ) 

«.^^ m ,, — > U X M X A 



s o> s i 



Les applications suivantes : 
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u : S'q{{1}) x R 1 x R m 
v : 5'[({1}) xR 1 xR m 
w iji+1 : Rx R 1 x Sl i+1 (R) 

verifient la condition de recollement, done on obtient une application continue : 

m — l 

F : (6' (R) x R m ) U (5l(R) xR m )u(\jRx £ >4+1 (i*)) ► X M 

Soit r est un retracte de Rx R 1 x R m sur le domaine de F, le compose x r = Fr est 
un element de X M m 1 1 dont l'image par 6 (n s + 1) est homotope a w. L'appartenance 

de x r a X M m 1 1 est due a sa dependance de u, v et w. D'autre part si (t, z, t ) est un 
element de R x R 1 x 6 n i i+1 (R), alors : 

$'i,i+iM(t,z,t) = x r (t,z t 6' iji+1 (t)) = F(t,z,8' iji+1 (t')) = Wi, i+1 (t,z,t) 

ce qui montre que 5 (n s + l)(x r ) = w. Soit y dans X Mm 1 1 tel que : S (y) = u , 
di(y) = v et pour tout i e {0, . . . , m — 1}, il existe une homotopie A^+i entre S i i+1 (y) 
et S i i+1 (x r ). De meme en recollant les applications : 

A iii+ i : Rx Rx R 1 x S'- i+1 (R) >X M 

on obtient une application globale 

m— 1 

L :U({J RxRxR 1 x ^ i+1 (R)) >X M 

i=0 

tel que le compose A = Lr de L avec un retracte r de Rx Rx R 1 x R m sur le domaine 
de L soit une homotopie entre y et x r . Lorsque h = n — s — 1, la construction de x r se 
fait de la meme fagon en considerant un representant de la classe w, et on se ramene 
aux cas precedants en utilisant la transitivite de l'homotopie. 

Conclusion : Pour chaque entier naturel non nul n et chaque espace topologique 
X nous venant de lui faire associer un n-nerf. 

Theoreme (2.3.6) : Soit X un espace topologique, alors pour tout entier naturel 
non nul n, le n-nerf Q\ est un n-groupoide, qu'on appellera n-groupoide de Poincare 
de X et qu'on notera par H n (X). 



X, 
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Preuve : On designe par $ le n-nerf <E>™ , et considerons la categorie C/ l ($). II est 
claire qu'on a : C h _ 1 = et C h = X N 1 . Soit l'application : 

ou 

7 ► J (s,t) > f(t,s) 



Montorns que l'application Inv est celle qui fait associer a chaque fleche de 
son inverse par la loi de composition des fleches, pour cela il faut montrer qu'on a la 
commutativite des deux diagrammes suivants : 



-> X 



N,l 



X n,i X Xn X n,i 



-> X 



N,l 



I— xlnv 

X N,1 



Inv X 



JV,1 



x n 



■+ x, 



x K 



On sait, d'apres (2) de la demonstration du Theoreme (2.3.5), que la donnee d'un 
retracte r de R 2 sur ses deux cotes S 01 (R) U S 12 (R) permet la construction pour tout 
(/, g) dans X N1 x X N1 d'un representant / de la classe qui correspond au compose 
de / et g. Si on designe par F l'application de 5' 01 (R) U5'{ 2 (R) dans X qui est definie 
comme le recollement de / et g, alors on peut prendre / = Sq 2 (F o r) suivant le 
diagramme : 



R 



X, 



R 2 



S' 01 (R)US1 2 (R) 



Constuction d'un retracte : L'ensemble R 2 est une surface plane de l'espace 
euclidien reel ayant n = (1, 1, 1) comme vecteur normale. Soient les points B = (0, 1, 0) 
et D = (|, 0, \ ) de R 2 . Pour tout point M = (x, y, z) de R 2 on considere le plan V M de 
l'espace euclidien passant par M et de base (n, B~3), son equation est X — Z = —z + x. 
On defini le retracte r par : 
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R 2 
M 



S' 01 (R) U Sl 2 (R) 

*"i 2 (fl)nP M S i0<x<^ 

5' 01 (R)nV M si^<x<l-y 



Qui est donne explicitement par : 



R 2 
M 



8' 01 (R) U 5l 2 (R) 
(0, 1 + x - z, -x + z) si < x < 
(x — z, 1 — x + z, 0) sz < x < 1 — y 



Montrons maintenant qu'on a : 



(1) /*(/, Jnt;(/)) = Jd. (/) et (2) jxfo In*®) = Id 



6(9) 



(1) Soit Zi le representant correspondant a la classe du compose de / et Inv(f) 
defini par : 



R 

(x,z) 



/(l - 2x,2x) si < x < \ 
/(2x-l,2-2x) sz i <x< 1 



L'homotopie Fi : R x R- 



T 1 [(a,b),(x,y)] 



■X N definie par 
/(1,0) 
f{l-2x + b, 2x-b) 
f(2x + b-l,2-2x-b) 
/(1,0) 



est tels que 



si < x < § 



si 5 < x < 1 - § 



si 1-|<x<1 



^o(ri)(x,y) 
*i(ri)(a;,y) 



ri[(l,0), = /i( Xiy ) 

r x [(0, 1), (ar,2/)] =/(l,0) = /d 8(/) (x,y) 
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II est claire de voir que Ti est dans X N 15 et par consequent h = Id. f) . 



(2) Une homotopie du meme genre montrera qu'on a aussi /i(g, Inv(g)) = Id b(g) . 
On en deduit alors que <E>^ est un n-groupoide. 



Fonctorialite de H n : 

Soit n un entier naturelle non nul fixe et soit / : X >Y une fleche dans la 

categorie Top. L'application / induit un morphisme 



Ii n {f) : U n (X) >H n (Y) definie comme suite 



R M X > X 

U n (X)(M) U n (Y)(M) 

id 



A > fo\ 



f 



R ► Y 

foX 



avec M = (mi, . . . , m n ) et R = R mn x . . . x R mi 

La definition de 11^ (/) est bien justifiee car pour tout (x±, . . . , x n ) dans R on a : 
fo\(x n ,..,x k+1 ,8'-,x k ,..,x 1 ) = f[X(x n ,..,x k+1 ,8'-,x k ,.., Xl )] 

= f[Xi(x k ,..,xi)] 0<i<m k 

ce qui montre que / o A appartient a Y M . Soit a : M >N une fleche de A n , on a 

R M ^U R N ^^X—^Y 

Montrons qu'on a la commutativite du diagramme suivant : 



U n (X)(M) U n (Y)(M) 



n„(x)(a) 



n n (y)(<r) 



n (x)(n) ► n (y)(n) 

n K A J n„(/)(7V) " l J 



Soit A e U n (X)(N) 
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U n (f)(M).U n (X)(a)(X) = n n (f)(M)(\oK(*)) 



(associtivite de o) = (/oA)o 72(cr) 

= U n (Y)(a).U n (f)(N)(X) 

On en deduit qu'on a un foncteur covariant II n ( ) de la categorie Top vers la categorie 
n-Gr , des n-groupoides et transformations naturelles, qui a un espace topologique X 
fait correspondre son n-groupoide de Poincare Ii n {X). 



(2.4). — Groupes d'homotopie de Ii n (X) 



Proposition (2.4.1) : Soient (Z,z ) un espace topologique, n > 1 et N = I n . 
Alors Us existent des bisections entre les ensembles suivants : 

( a) [(R N , 5R N );(Z,z )] — [(/ / 5r n ,w );(Z,z )] w = p{x) pour x G 6R N 

(b) [(R N / srNi w );(Z,z )] [(S\s );(Z,z )] s = (1, 0, . . . , 0) 

Preuve : (a) On definit l'application a comme par : a(u) = u ou u : 
R I sr n >Z est l'unique application qui rend commutatif le diagramme suivant : 



R 



SR 1 



■+ Z 



z 



La continuite de u et de p entrainent celle de u . Soit T une homotopie relative entre 
deux elements u et v de [(R ,5R ); (Z, z )~\ alors elle induit une homotopie V qui 
rend commutatif le diagramme : 

jv r 
IxR > Z 

IdXp 

N 

IxR /srN , z 

r 
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De meme la continuite de T , Id x p et la relation I x R / sr n = I x R / IxSr n 
entrainent celle de T . Montrons maintenant que a est une bijection. 
Surjection : Soit u dans [(R / sr n , w ); (Z, z )] . Le compose u = u o p est une 
application continue telle que a(u) = u , done a est surjective. 

Injection : Soient u et v deux element de [(i? , 5R ); (Z, z )] tels que a(u) = a(v). 
Soient u = a(u) , v = a(v) et V une homotopie relative entre u et v alors 
T = T o (/ x p) est une homotopie relative entre u et v, ce qui montre que u = v. 
Finalement a est une bijection. 

n N 

(b) La donnee d'un homeomorphisme (p : (S , s ) >■ (-R / 5r n , u; ) nous permet 

de construire une bijection (3 definie de la fagon suivante : 

[( rN /sr n ' w o);(Z,z )] > [(S n ,s );(Z,z )] 

f > f°<P 



r , JV -i 

Si T est une homotopie entre deux elements / et g de [(R / 6r n ,w ); (Z,z )\ alors 
T o (Id x if) est une homotopie entre / o <p et g o (p. Ce qui montre que /3(f) = 13(g). 
D'autre part l'application (3 admet un inverse (3 defini par : 

(3 (u) = uo ip" 1 , done (3 est une bijection. 

Proposition (2.4.2) : Soient (Z,z ) un espace topologique, n > 1 et N = I (i _ 1} 
avec 1 < i < n. Alors on a : 

(a) [(R,5R);(Z N ,Id N (z ))~\ est en bijection avec [(R ' ,5R );(Z,z )~\ 

(b) * i (nSZ\z )=[(R N '\8R N ^(Z,z )\ 

Preuve : (a) On verifiera sans peine que l'application a definie comme suite : 

[(R,8R);(Z N ,Id N (z ))} l(R N >\5R N %(Z,z Q )] 
f F 

ou F est definie par F{t l , = f(t 1 )---(t i ) est une bijection. 
(b) On sait que : 

or (n n (Z), z ) = {fez^ | V(t, x) e (5R) x R N f(t, x) = Id N (z ) e Z N ) 
Or, 5(R N ' 1 ) = (5R)xR N {jRx(5R N ) 
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et V(£, x) E R x (SR ) on a f(t,x) = f(8' o ,x) = f(8' l ,x)=Id N (z ) 

N 1 

d'ou y(t,x)&SR ' on a f(t,x) = Id N (z ). 

On en deduit alors que n i (lI ra (Z), z ) = [(R ' , ' ); (Z, z )] 

Considerant l'application suivante : 

/ ► s 

ou # : > (X N ,Id N (x )) definie par g(t) = /(l - t, t) 

7 est bien definie. En effet soient / et /' sont deux eleements de n i (ll n (X),x ) tels que 
/ = /'. Soit T une homotopie entre / et /' telle que T(S" , x) = f(x) , r(<^', x) = f'(x) 

etT(x,5:) = f(5:) = f'(Q = Id N (x ). 

Alors on peut definir de fagon naturelle une homotopie entre g et g par 

/x/ ^ ► X N 

( S ,t) ► r((i-s, s ),(i -*,*)) 



La continuite de T entraine celle de T ce qui montre que g = g et par consequent 7 
est bien definie. 

Proposition (2.4.3) : L'application 7 est im isomorphisme de groupes. 

Preuve : Montrons que 7 est une bijection. 

(a) Soient / et /' deux elements de n i (ll n (X), x ) tels que 7(f) = 7(/') 
une homotopie entre g et g ou g = 'y(f) et g' = 7 (/ ) telle que T (0,x) 
r'(l,x) = et r'(x,i) = #(z) = g'(i) = Id N {x ) pour % = 0, 1. 
Alors on peut definir de fagon naturelle une homotopie T entre f et f par 

i? x > X N 

(( 8 , 8 '),(t,t')) ► r'( s \t) 

La continuite de V entraine celle de V ce qui montre que g = g et par consequent 7 
est injective. 

(b) Soit g un element de 7t\ Id N (x )), done l'application continue suivante : 
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. Soit r' 

= g(x) , 



fafiR) ^— > (X N ,Id N (x ) 

(s,t) > g(t) 



et telle que 7(/) = g, ce qui entraine que 7 est surjective. 

Montrons maintenant que 7 est un morphisme de groupes, ce qui revient a montrer 
que pour tout / , /' dans w. (U n (X),x ) on a : -f(f •f)=g'-g. 

On sait que les compositions • et • sont definies par /' • / = F et g • g = G ou 
(r, S R) *L_> (X N ,Id N (x )) et (7,5/) > (X N1 Id N (x )) 



f'(2x,l-2x) siQ<x<\ 

/(2x-l,2-2x) si±<z<l 
f #(2£) sz < t < i 

[ #'(2t - 1) si \ < t < 1 

Or, pour tout (x, y) dans i? on a x + 1/ = 1 done 

f f'(2-2y,2y-l) si \ < y < 1 

\ /(l-2y,2y) < y < \ 

On en deduit que 7(F) = G , done 7 est un morphisme de groupes et par suite un 
isomorphisme. 



Theoreme (2.4.4) : Soient (X,x ) un espace topologique pointe, n un entier 
naturel non nul. Alors pour tout i e {1, ■■,n}, il existe un isomorphisme de groupes 
entreir.(U n (X),x ) et ir. (X, x ). 



Preuve : D'apres les propositions (2.4.1) et (2.4.2), et en remplacons N par I i 
on obtient les bijections suivantes : 



sont definies par : 

F(x,y) 



G(t) 
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^(X^Id^)) ~ [(S\s );(X N ,Id N (x )} 
~ [(fl,*fl);(X„,Id w (x )] 
^ [(i^iT' 1 );^)] 
[(5*, ao );(X,x )] 

qui sont des isomorphismes de groupes par transfere de la strucrure de 7i i (H n (X), x ). 
On deduit alors d'apres la proposition (2.6.3) qu'il existe un isomorphisme entre 
^(U n (X),x )et7t z (X,x ). " ' 

(2.5). — Realisation geometrique d'un n-groupoide : 

Soit $ un n-groupoide. Pour toute fleche a : M >M de A n on a les deux 

applications : 



d>(M) *(M') -^1+ 



Considerons l'ensemble : $ := [^J R x $(M). De maniere naturelle on definit 

M6ob(A™) 

sur cet ensemble la relation qui, pour tout (x, y) dans R x $(M), identifie l'element 

(x, cr'(y)) de x $(M"') a l'element (a"(x), y) de x $(M). Cette relation est une 
relation d' equivalence, et on note par | $ | l'ensemble de ses classes d' equivalences. 
| $ | est munit de fagon naturelle d'une structure d'espace topologique, ou $(M) est 
munit de la topologie discrete (si le n-groupoide $ est a valeurs dans la categorie 
Top des espaces topologiques on prend dans ce cas la topologie de <3>(M)). dans la 
suite on ecrira une classe dans | $ | par | (x, a) M | ou (x, a) est un representant dans 
R M x $(M). 

Soit F : $ >^> un morphisme entre deux n-groupoides, alors F induit une 

application continue : 

\F\ 

I $ I — ► I * I 

\(x,a) M \ ► \(x,F M (a)) M \ 

Cette application ne depend pas du representant (x, a) M , en effet : 

si (x,y) est un element de R M x $(M ') et a : M >M' une fleche de A n on a les 
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relations : 
Alors : 



(x,a'{y)) M | = | (o-"(x),y)„, 
(x,a'(y)) M 



et 



<rF„, =F M a 



I (x,F M a'(y)) M | 
| (x,a'F M ,(y)) M | 
(a(x),F M ,(y)) M , 



D'autre part la continuity des applications F M entraine celle de | F \ . 

On vient de construire un foncteur | | : n-Gr > Top de la categorie des 

n-groupoides et transformations naturelles vers celle des espaces topologiques. Au 
paragraphe 3 chapitre 2, nous avons construit un foncteur dans le sense inverse 

II n ( ) : Top > n-Gr qui a un espace topologique fait associer son n-groupoide 

de Poincare. 



Proposition (2.5.1) : Solent $ un n-groupoide et X un espace topologique. Alors 
il existe une application naturelle : 



T : Hom(\ $ \,X) 



Hom(^U n (X)) 



>X une application continue et M un element de A n . 



Preuve : Soient / :| <E> | - 
Pour tout a dans $(M) on designe par C a l'application de R vers R x $(M) qui 
a x fait correspondre le couple (x,a). On definit J-{f) par : 



*(M) nf)(M) ~, X, 



ou T a est la compose des trois applications suivantes : 



R M Ca , * 



R x $(M) 



-> I $ 



^X 



et S M l'application canonique qui envoie un element vers sa classe dans | $ |. Montrons 
maintenant que J-{f) est un morphisme. 

— >M une fleche de A n , on veut montrer la commutativite du 



Soit a : M — 
diagramme suivant 
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$(M) ™ M \ X 



ou a = $(<r) et a = U n (X)(a) 



$(M ) 



X 



Hf){M ) 

m' 

Pour tout (x, a) dans x <E>(M) on a les relations suivantes : 



aoF(f)(M) (a) = <r 



= T a o a" 



On en deduit 



Hf)(M)oa\(a)=T a , {a) 
I (x,<r'(a)) M , | = | ((r"(x),a) M | 

r,' W W = f(\(x,a'(a)) M , |) 
= /( I (^(x),a) M | ) 
r a (a"(x)) 
[r a oa"](x) 

ce qui montre que J-{f) est un morphisme. 

Si on prend dans la proposition (2.5.1), X =| <fr | et / = on obtient une 

morphisme de $ vers II n (| $ |). Nous conjecturons que le foncteur | | est un inverse a 
equivalence pres du foncteur Ii n ( ) de la categorie des espaces topologiques n-tronques 
vers la categorie n-Gr des n-groupoides. 
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